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ARCHIVES NEERLANDAISES

Sciences exactes et naturelles.

RESULTATS ET PROBLEMES DE LA THEORIE DES ELECTRONS.

Conférence faite le 20 décembre 1904 dans la Société Electrotechnique
de Berlin,

PAR

H. A. LORENTZ. )

En réponse & I'invitation que la comnmission technique de votre société
m’a fait I’honneur de m’adresser, je vous parlerai ce soir de la branche
la plus jeune de la science de I'électricité, de la théorie des électrons.
Le sujet est tellement vaste, que je ne puis songer & I'épuiser dans le
temps bien court dont je pourrai disposer. Permettez moi donc de vous
en donner un aper¢u général, et de ne considérer de plus prés qu'un
petit nombre de questions, choisies dans la multitude des phénoménes.

Il est presque inutile de vous dire, qu'on entend par électrons des
particules excessivement petites, chargées d'électricité; nous admettons
qu’elles existent en quantités innombrables dans tous les corps solides,
liquides et gazeux, et c'est par leur groupement, leur mouvement, leur
action, que nous nous proposons d’expliquer tous les phénomeénes élec-
tromagnétiques que présentent ces corps.

Nous nous figurons p. ex. qu'un conducteur chargé porte 3 sa surface

') Comme on m'avait exprimé le désir de me voir traiter ce sujet avec un
peu plus de détails, j'ai ajouté & ma conférence, en dehors de quelques déve-
loppements de moindre importance, & propos de I'application de la théorie des
électrons aux métaux, quelques considérations sur les phénoménes thermoélec-
triques et sur le phénoméne de HaLL, empruntées & un mémoire qui n’était pas
encore achevé & 1'époque ol j'ai tenun ce discours. De plus, j’ai ajouté quelques
notes qu'on trouvera & la fin.

Leyden, avril 1905. . H. A. L.
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9 H. A. LORENTZ.

une mince couche de pareilles particules, positives ou négatives. Si
nous avons affaire & un courant électrique dans un fil métallique, nous
Jous représentons ue les particules positives se déplacent dans un sens,
ou les négatives dans I'autre; il se peut méme que les deux mouvements
se produisent & la fois, de sorte qu’on peut parler alors d’un ,,cou-
rant double’’.

Ce mouvement, que nous désignons sous le nom de courant élec-
trique, est régulier, ordonné. Mais, partout ol il y a une résistance 3
vaincre, il se transforme en un mouvement thermique, désordonné.
C’est ainsi que les fils de charbon de nos lampes électriques sont portés
A T'incandescence; les ¢lectrons qui y sont animés d'un vif mouvement
de va et vient y deviennent les centres d'un rayonnement de lumiére et
de chaleur.

Si maintenant ces rayons se propagent dans un espace vide, c.4d. dans
I’éther libre, nous somiwes débarrassés des électrons pour un instant, car
il 0’y a pas d’électrons dans I’éther. Mais bientdt le rayon frappe un corps
dans lequel il est réfracté, qu’il échauffe, ou dans lequel il produit I'une
ou I'autre action chimique; nous pouvons dire alors qu'il est repris par
les électrons. Ceux-ci existent daus le verre des prismes et des lentilles
et dans la couche sensible d’une plaque photographique, ol ils jouissent,
il est vrai, d’une libert¢ moius grande que dans un métal, mais ot pour-
tant ils ne sont pas tout & fait immobiles. Ils n’attendent qu'un rayon
lumineux pour entrer en vibration, et influencer ainsi de leur c¢6té la
propagation de la lumiére.

Dans I'image que je viens de vous esquisser ici rapidement, il y a
bien des choses qui sont déjd trés vieilles. L'idée de la nature maté-
rielle de I'¢lectricité, et la conception d'un courant électrique comme
mouvement de 1’électricité, ont eu cours depuis bien longtemps; la
théorie des électrons ne fait que préciser cette maniére de voir, en
admettant I'existence de petites particules invariables, séparées les unes
des autres, c. & d. une constitution atomique de I’électricité.

J’ajouterai encore que nous ne considérons un courant électrique
comme un mouvement des électrons que pour autant qu’il se produit
dans la matiére pondérable; les courants de déplacement de MaxweLL
dans I'éther pur sont pour nous un phénoméne d'une toute autre nature.

Or, puisque la théorie des électrons déclare que tout courant dans
un conducteur est un courant de convection, le fait, que les courants
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de convection exercent une action magnétique, est pour elle d’une im-
portance capitale. S'il pouvait étre prouvé que le mouvement d’un
corps électrisé n’a pas un pareil effet, la théorie des électrons serait
condamuée. De 13 la grande importance des recherches expérimentales
entreprises & ce sujet dans ces derniéres années. Vous n'ignorez pas que
RowraND a été le premier 2 faire voir ’action magnétique d’un corps
chargé en mouvement. En 1878 il découvrit qu’un disque électrisé,
tournant dans son plan, était équivalent, & ce point de vue, & un systeme
de courants électriques circulaires. Ces premiéres expériences, faites
dans le laboratoire de HELMHOLYZ, furent suivies, quelques années plus
tard, d’autres recherches, faites en collaboration avec Hurcninson; dans
ces nouvelles expérieuces, I’effet obtenu était plus considérable, de sorte
qu'il fut méme possible d’en déduire le rapport numérique entre les
unités électromagnétique et électrostatique d’'électricité. Bien qu’il
sembldt que D’existence du phénomeéne de Rowranp fiit ainsi parfaite-
ment démontrée, elle fut révoquée en doute, il y a quelques années,
par M. CrémiEu, qui ne put obtenir des résultats positifs, ni en se
servant du dispositif employé par Rowranp, ni par d’autres méthodes.
Heureusement, la discussion qui s’ensuivit aboutit & un résultat dont
nous pouvons étre bien satisfaits, et qui est tout d fait favorable a la
théorie des électrons. Aprés que M. PenpEr, de Baltimore, efit refait
de son cOté 'expérience de Rowranp, sans se heurter aux difficultés
que rencontra M. CrEmiru, les deux physiciens ont continué ensemble
les recherches; ils ont pu élucider la question, au point qu’en ce moment
il n'y a plus & douter de I’exactitude des conclusions tirées par Row-
LAND. Des expériences plus récentes encore,dont je ne citerai que celles de
MM. Apaums & Cambridge (Mass.), Eicienwarp & Moscou et KaRPEN &
Paris, ont confirmé ce résultat, et nous pouvons dire que de ce cité la
théorie des électrons n’a plus rien & redouter. D’ailleurs je dois ajouter
que, si les premiers résultats de M. CrEMIEU avaient été confirmés,
nous aurions eu & changer bien des choses, non seulement & la théorie
des électrons, mais méme 2 la théorie moderne des phénomenes électri-
ques en général.

Je vous ai déja fait remarquer 1'analogie qui existe entre la théorie
des électrons et des conceptions déja anciennes. En particulier, elle a
plus d'un trait de commun avec la théorie des deux fluides, dévelop-
pée surtout par WiLy. Wesgr. En effet, dire qu'un corps chargé con-

1"
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tient un excés d’électricité positive ou négative, ou bien un exces
d’électrons d’espéce déterminée, cela ne fait pas une bien grande diffé-
rence. Cependant, notre conception actuelle différe considérablement
de cette ancienne maniére de se représenter les choses, et cela & deux
points de vue. En premier lieu, nous acceptons dans toute leur étendue
les idées géudrales de la théorie de MaxwELL, et en second lieu, nous
sommes en état de donner sur les propriétés des électrons et leur maniére
de se comporter, sur leur charge, leur masse, leurs dimensions, leur
vitesse, des renseignements beaucoup plus précis que ce que 1’on pou-
vait dire autrefois des particules des fluides électriques.

Permettez-moi, en premier lieu, d’examiner d’un peu plus prés le
premier point.

Nous nous sommes tous familiarisés avec les idées fondamentales de
la théorie de MaxweLL; vous, Messieurs, vous vous en servez, peut-on
dire, tous les jours. Actuellement, on ne songe plus & une action réci-
proque de corps électrisés, de conducteurs de courant ou d’aimants, sans
considérer le champ électrique ou magnétique, en général le champ
»électromagnétique’ qui sépare et environne ces corps. Dans ce champ,
nous nous représentons les deux états, qui sont déterminés par les deux
forces ,électrique” et ,,magnétique”, et & chacun desquels correspond
une quantité d’énergie que I’on peut exactement indiquer. Nous avons
ensuite des équations assez simples, qui nous permettent de calculer le
champ: l'une d’elles fait connaitre la relation entre I'intensité du cou-
rant et la force magnétique, I’autre la relation entre la force électrique
el la variation de l'induction magnétique. Je n’ai pas besoin de vous
mettre ces formules sous les yeux; je veux seulement vous rappe-
ler qu’en général elles expriment une propagation des états, avec une
vitesse qui est égale & celle de la lumiére. Il existe, il est vrai, des
états stationnaires, ol il n’est pas question de propagation; mais, dés que
I’on modifie 'intensité d'un courant, ou que P’on déplace un corps élec-
trisé ou un aimant, il se forme des ondes électromagnétiques, dans les-
quelles se produit un certain rayonnement d’énergie.

Or, d’apres la théorie des électrons, chaque électron donne naissance,
dans P’éther qui I'environne de toutes parts, & un champ qui satisfait
aux équations générales de MAXWELL; tout champ, que nous observons
dans nos expériences, est formé par la superposition d'un nombre
excessivement grand de pareils champs élémentaires. Le champ produit
par un seul électron est purement électrostatique, aussi longtemps que

[
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I'électron est en repos; mais, du moment que I’électron entre en mouve:
ment, il vient immédiatement s’y ajouter des forces magnétiques. Si le
mouvement a lieu constamment dans la méme direction et avec la méme
vitesse, I’état est stationnaire, en ce sens que I'électron emporte avec
lui un champ invariable. Dans tous les autres cas, donc & chaque
changement de vitesse, soit en direction, soit en grandeur, nous avons
affaire & un rayonnement.

Si vous me demandiez un exposé mathématique de la théorie des
électrons, je devrais justifier maintenant ces assertions par les formu-
les qui servent & déterminer le champ, et sur lesquelles reposent tous
les développements suivants. Mais je crois mieux répondre & ce que
vous désirez de moi en vous disant quelques mots des hypothéses que
I’on a faites pour arriver & ces formules. Une premiére hypothése, c’est
que 1'éther ne remplit pas seulement tout I’espace entre les €lectrons,
mais qu'il pénétre aussi ces particules elles-mémes, auxquelles nous
attribuons une certaine étendue; & I'intérieur des électrons il y a aussi
un champ électromagnétique, que nous déterminons en méme temps
que le champ extérieur. Une seconde hypothése, qui n’est pas moins
importante que la premiére, consiste & admettre que, pendant que les
électrons se meuvent, 1’éther lui-méme reste en repos. Il est vrai qu’il
peut se produire dans ce milieu de nombreux changements d’état, qui se
manifestent précisément par les actions ¢leciromagnétiques, mais nous
regardons comme exclu un mouvement de 1'éther, semblable & celui
d’un liquide. :

Cette hypothése d'un éther en repos a été faite par FrESNEL, et elle
a eu tout d’abord pour but d’expliquer certains phénomeénes optiques
dans les corps en mouvement. Mais & présent nous connaissons aussi
des phénoménes électromagnétiques qui la justifient. Ainsi par exemple,
quand nous faisons tourner non pas simplement un disque chargé,
comme c’était le cas dans les expériences de RowLaND, mais un con-
densateur plan tout entier, I'axe de rotation étant perpendiculaire
aux plaques, le diélectrique exerce aussi une action magnétique, ainsi
que M. RonTGEN I'a trouvé pour la premiére fois. Or, des expériences de
M. ErcHeNwaLD ont prouvé que, pour un appareil & diélectrique pon-
dérable, cette action ne correspond pas au déplacement diélectrique
total. Au contraire, nous devons considérer ce déplacement diélectrique
(le ,,dielectric displacement” de MAXWELL) comme composé de deux
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parties, dont 1’une est lide & la matidre, tandis que 1’autre réside dans
I'éther. Ce n’est que la premiére partie qui, étant entrainée par la ma-
tiére en mouyement, produit un champ magnétique. *)

J’en arrive maintenant & parler de la force qui agit sur un électron;
pour la déterminer, nous nous plagons de nouveau entiérement au point
de vue de la théorie de MaxweLL. La force est exercée par I'éther, &
I'endroit ou se trouve I'électron; elle est déterminée direcfement par
I'état de cet éther; elle ne dépend qu’indirectement des électrons qui
ont produit le champ. Quand I'électron est en repos, on obtient la
force, & laquelle il est soumis, en multipliant la force électrique dans
I’éther par la charge de ’électron. Mais, quand la particule se meut,
il vient s’y ajouter une nouvelle force; celle-ci est perpendiculaire au
plan mené par la force magnétique et la direction du mouvement, et
on obtient sa grandeur en multipliant la charge par la vitesse, la force
magnétique et le sinus de I'angle formé par ces deux vecteurs. Pour
déterminer complétement la direction de I'action, nous nous figurons,
dans le plan en question, une rotation de moins de 180°, par laquelle
la direction de la vitesse passe dans celle de la force magnétique, et
nous plagons une montre dans ce plan, de telle fagon que le mouvement
de ses aiguilles s’opére dans le méme sens que cette rotation. La force
agissant sur 1'électron est alors dirigée du cadran vers le dos, ou inver-
sement, suivant que la charge est positive ou négative.

En général, dans un champ quelconque, 1'action que subit un élec-
tron est composée des deux parties dont je viens de parler, et que 1’on
peut distinguer par les noms de ,,force électrostatique’ pour I'une et
,force électromagnétique’ pour 1’autre. En réunissant toutes les forces
de la premiére espéce, nous calculons I’action d’ensemble d’un champ
sur tous les électrons contenus dans un corps chargé, ou présentant
une polarisation diélectrique, c. & d. toutes les forces électrostatiques.
Par la seconde partie de la force, nous expliquons les actions électro-
dynamiques, ainsi que tous les phénoménes d’induction dans les corps

‘pondérables.

Ainsi donc, nous sommes restés fidcles aux principes fondamentaux
de la théoric de MaXWELL; mais, en admettant ’existence d’électrons,
nous allons plus loin que ce savant. Insistons aussi sur I'importance
prépondérante qu’acquiert I'éther dans la nouvelle théorie. Ce n'est plus
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un diélectrique comme un autre, caractérisé uniquement par une con-
stante diclectrique plus petite que les autres, mais c’est un diélectrique
d’une nature toute particuliére, & propreinent parler le seul milieu que
nous nous représentions, puisque tous les corps en sont pénétrés et que
c’est lui qui transmet toutes les forces. S'il est permis d’admettre que
deux molécules ou atomes, se trouvent encore & une petite-distance
quand ils agissent 'un sur ’autre, nous pouvons prétendre qu’il ne se
manifeste aucune force sans que 1'éther soit en jeu. Et cela ne s’applique-
rait pas seulement aux attractions et aux répulsions électriques et mag-
nétiques, mais encore & toutes les actions moléculaires ou chimiques, &
la pression que nous exercons sur un objet, et & la force avec laquelle se
contracte une corde tendue. Quant aux propriétés spéciales que présen-
tent les diélectriques pondérables, celles par lesquelles ils se distinguent
de 1'éther, nous les expliquons par cette hypothése, que les molécules
contiennent des électrons, liés & des positions d’équilibre, mais qui peu-
vent étre écartés de ces positions par des forces électriques. Quand un
tel déplacement a eu lieu, nous disons que le corps est polarisé, et c'est
précisément cette polarisation qui constitue la premiére des deux parties
du déplacement diélectrique dont il a été question tantdt, savoir la
partie qui est liée & la matiére.

Daus le cours de nos considérations, j’aurai encore I’occasion de vous
montrer, par des exemples, quelle est 'utilité et la fertilité de I’hypo-
thése des €électrons. Pour le moment je me contente de dire qu’elle est en
harmonie avec les théories moléculaires en physique et atomiques en
chimie, en particulier avec la théorie des ions, qui a tant d’importance
pour Dexplication des phénomeénes de 1'électrolyse, et celle des ions
gazeux, qui jette une si vive lnmiére sur les phénoménes compliqués de
la décharge ¢lectrique.

1l est vrai, sans doute, que nous n’avons fait encore que les premiers
pas dans nos tentatives pour dévoiler les mystéres du mécanisme des
phénoménes et que, dans nos efforts pour y pénétrer plus avant, nous
devons toujours étre en garde de ne pas nous perdre dans des spécu-
lations théoriques. 11 faut reconnaitre aussi qu’en plus d'un cas on peut
. suivre avec tout autant de succes, parfois méme avec plus de sucees,
une voie toute différente, od I'on s'en tient autant que possible & des
principes généraux, universellement admis; telles sont p. ex. toutes les
théories thermodynamiques. N'oublions pas non plus le charme parti-
culier qu’il y a & embsasser dans un systéme d’équations peu nombreu-
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ses un ensemble de phénomeénes, sans s’occuper du mécanisme caché
qui les enchaine, une méthode que MM. Voiar et Conx p. ex. ont appli-
quée avec le plus heureux succes, et par laquelle premier de ces phy-
siciens est arrivé, dans le domaine de la magnéto-optique, & des con-
séquences qui avaient encore échappé & la théorie des électrons.

Mais, si de pareilles considérations nous défendent de prétendre
qu’une certaine maniére de concevoir les phénomeénes est la meilleure
ou la plus satisfaisante, elles ne doivent cependant pas nous retenir de
tdcher d’avancer autant que possible dans la voie, qui nous parait pro-
mettre le plus de succes. La science ne peut qu’y gagner, quand chacun
le fait & sa maniére.

Ce que j’ai & vous dire maintenant, apres ces considérations prélimi-
naires, se rapporte en partie & des électrons qui se meuvent librement
dans D’éther, en partie & ceux qui sont contenus dans les corps pondé-
rables; et j’ajouterai que, en ce qui concerne ces derniers, il sera ques-
tion aussi des particules chargées que I'on appelle ordinairement des
ions.

C’est & des électrons libres que nous avons affaire dans les rayons
cathodiques, les rayons de GoLpsrEiN (Kanalstrahlen) et les rayons de
BEcQUEREL. Vous connaissez tous les premiers. Les rayons découverts
par M. GovrosteiN se présentent dans des circonstances proprement
choisies, quand on se sert d’un tube dont la cathode est percée de
trous; ils se forment alors & la face postérieure de la cathode, c. & d.
la face qui n'est pas tournée vers I’anode, et partent précisément des
ouvertures. On dirait que ce sont des rayons qui proviennent de I'anode
et qui traversent les ouvertures de la cathode. Quant aux rayons de
BecQUEREL, la découverte de ce phénoméne merveilleux est venue juste
& point pour la théorie des électrons; ils ont fourni de nouveaux moyens
pour mettre cette théorie & I'épreuve et nous ont donné des renseigne-
ments de la plus haute importance sur la nature des électrons. Je par-
lerai spécialement des rayons du radium et je vous rappellerai qu’ on
en distingue trois sortes, que I'on désigne sous les noms de rayons z, 3
et . De ces trois espéces de rayons, ce sont les rayons z qui ont le
pouvoir pénétrant le plus faible; ce pouvoir est le plus fort pour les
rayous y.

On a pu conclure de divers phénomeénes que toutes ces radiations sont
coustituées, & une seule exception prés tout au plus 2), par des électrons
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qui sont lancés dans la direction du rayonnement, et qui produisent,
par leur choc contre la plaque qui les regoit, une impression photo-
graphique ou une fluorescence. Dans quelques cas cela résulte directe-
ment du fait, que les rayons communiquent une certaine charge élec-
trique au corps sur lequel on les dirige, tandis que le corps qui les
émet prend la charge contraire. Mais ce qui est le plus intéressant,
pour mon but, c’est le changement produit dans la marche de ces
rayons par un champ électrique ou magnétique. Figurez-vous tout
d’abord qu'un électron se meuve dans un

champ électrique homogtne, dont les lignes B f{ A

de force sont perpendiculaires & la direction ¢E
primitive du mouvement; supposons que
dans la fig. 1 elles soicnt dirigées de gauche ¢k
3 droite. Si un électron dont la charge est : /
positive a alors en O une vitesse v, dirigée
de bas en haut, il décrira une parabole,
comme 04, sous l'influence de la force con-
stante, dirigée vers la droite. On obtiendrait au contraire une courbe
OB, de courbure opposce, si la charge était négative. Si e est la charge,
E Yintensité du champ et » la masse de 1’électron, 1’accélération con-

0
Fig. 1.

al

stante est 877, et le rayon de courbure 7 de la trajectoire, au point O,

est douné par 1’équation

v2 ek )
r om’

les observations, dans lesquelles on peut mesurer » et #, font donc con-
naitre la valeur de I'expression

é

o, 2 (2)

Dans un champ magnétique, les rayons subissent un changement de
direction analogue; mais il y a cette différence, que, quand la direction
des rayons était primitivement perpendiculaire aux lignes de force, ils
g'infléchissent dans un plan perpendiculaire & ces lignes. Si nous sup-
posons que, dans la fig. 2, les lignes de force d’un champ homogéne
solent perpendiculaires au plan du dessin, se dirigeant vers ’observa-
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teur, une particule primitivement lancée vers le haut décrira une tra-
jectoire OD, déviant vers la droite si la charge est positive, vers la
gauche si elle est négative. Maintenant, comme

D la force est continuellement perpendiculaire
a la direction du mouvement, la vitesse reste
constante; il en est donc de méme de la force,

e ¢-H et la particule décrit un cercle. Si ’on remar-
que que la force est donnée par 1’expression

evH,

-
i\

evH

0 Fig. 2. ol H représente l'intensité du champ magné-

tique, on obtient la formule suivante pour
déterminer le rayon de courbure r:
v: evH
— = 3
r m ’ (8)
connaissant l'intensité K du champ et le rayon de courbure, on peut
donc calculer

= (4)

mv

Vous voyez d’aprés cela, que (du moins s’il ny a pas d'incertitude au
sujet de la direction du mouvement) ’observation du sens dans lequel
se produit la déviation électrique ou magnétique permet de déterminer
le signe de la charge électrique de I’électron. De plus, et cela mérite
surtout I'attention, si 'on a mesuré les deux déviations pour une
méme espéce de rayons, on peut trouver les valeurs de la vitesse v

et du rapport 7%. En effet, connaissant les grandeurs (2) et (4), on peut

. e
en déduire v et —.
m

Il y a du reste des cas od I'observation de I'action d’un champ
magnétique est suffisante a elle seule pour déterminer le rapport 7%. Le
premier de ces phénoménes, dans lequel, & vrai dire, on n'a plus affaire
2 des électrons Zibres, est le changement que subit la durée de la vibra-
tion des rayons lumineux émis par un gaz, lorsqu’on le place dans un
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champ magnétique, un changement qui a été découvert par M. ZEemaN.
La maniére la plus simple, dont nous puissions rendre compte de I’émis-
sion, consiste & admettre que chaque molécule du gaz lumineux ne
contient qu'un seul électron mobile, lequel, dés qu’il s’éloigne & une
distance r de sa position d’équilibre, est soumis & une force qui tend &
le ramener vers cette position et qui est proportionnelle & I'écart r.
Si nous écrivons pour cette force X = £r, o0 % signifie une constante,
nous trouvons pour la durée de la vibration, en appliquant les lois élé-
mentaires de la mécanique,

T'= 27:‘]/%7,
k_' .
=k 5)

si # est la fréquence, c.a d. le nombre de vibrations dans le temps 2 .
C'est 12 aussi la fréquence de la radiation que produit la particule, en
vertu des changements continuels de sa vitesse.

Considérons maintenant une vibration circulaire (fig. 3), dans un plan
perpendiculaire & la force magnétique H. A cdté de la force X = 4r,
qui est dirigée vers le centre C du cercle, il y a dans ce cas une nouvelle
force produite par le champ magnétique, pour %
laquelle on peut écrire # = evH, ou bien,

ou bien

27r
comme v = T = nr,
F=cnHr.

Elle agit dans la méme direction que la force
K, ou bien en sens inverse. Cela dépend de la
direction du mouvement, de la direction du champ magnétique et du
signe de la charge e. En réalité, cette nouvelle force est trés petite en
comparaison de la force £r; nous pouvons donc dire que la constante #
subit un changement trés petit 3% =e» H. Il y correspond, d’aprés
’équation (5), le changement suivant de la fréquence:

Fig. 3.

1,
on = 3 H i (6)
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ce changement peut se produirec dans un sens ou dans l'autre. Sila
durde de vibration est augmentée pour une certaine direction du mou-
vement, elle est diminuée pour la direction opposée.

Remarquons encore que le champ magnétique est sans influence sur
un électron qui se meut suivant une ligne de force; les vibrations de
notre particule qui s’effectuent parallélement aux lignes de force, c. 4 d.
perpendiculairement au plan de notre figure, ne sont donc pas modifiées
par le champ. Or, comme une vibration quelconque peut toujours étre
décomposée en une pareille vibration rectiligne et en deux vibrations
circulaires, de sens contraires, dans le plan de la figure, nous pouvons
dire que, sous I'influence du champ magnétique, une vibration dont la
fréquence est z est remplacée par trois autres, dont les fréquences sont
n, - dn et n—3n; par conséquent, en décomposant la lumiére par
un spectroscope, on verra, au lieu d’une seule raie, un systéme de trois
raies, un triplet. C'est en effet ce que M. Zreman a observé; mais je
dois y ajouter que ce n’est 12 que la forme la plus simple du phénoméne
qui porte son nom; la plupart des raies spectrales sont décomposées
d’une maniére bien plus compliquée.

Si I'on a réellement affaire & un triplet, la mesure de 1’écartement des
composautes fournit la valeur de 3z; la formule (6) permet alors de

déduire la valeur de 7%, si 'on connaft aussi l'intensité A du champ.

Clest de cette maniére que M. ZeemaN a déterminé pour la premiére fois
ce rapport. Ses observations Iui ont aussi permis de constater si I'élec-
tron mobile, dont les vibrations produisent le rayonnement lumineux, a
une charge positive ou négative.

Ainsi que je 1'ai déja fait remarquer dans I'introduction, nous nous
figurons que les molécules de tout corps pondérable contiennent des
électrons qui se mettent & vibrer, dés que le corps est frappé par un
rayon lumineux. La cause de ce mouvement doit étre cherchée dans les
forces électriques, continuellement variables, qui existent dans le rayon
lumineux. L’amplitude des vibrations des électrons et leur inflaence sur
la vitesse de propagation de la lumiére sont déterminées par la grandeur
des forces qui tendent & les ramener vers leurs positions d’équilibre.
Figurez-vous maintenant que le corps soit placé dans un champ magné-
tique et soit traversé, dans la direction des lignes de force, par de la
lumiére polarisée circulairement & droite ou & gauche, c. & d. par des
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rayons d vibrations circulaires, perpendiculaires a la direction de pro-
pagation. La force qui agit sur un électron, et qui tend a le rapprocher
du centre de sa trajectoire circulaire, est alors-augmentée pour 1'une
des directions du mouvement et diminuée pour I'autre, tout & fait de
la méme mani¢re que nous I'avons exposé & propos du phénoméne de
Zxeymax. Il en résulte une inégalité dans les vitesses de propagation
des rayons lumineux & polarisation circulaire droite et gauche, et cette
inégalité se manifeste, d'aprés une régle bien connue de I'optique,
par une rotation de la direction de vibration dans le cas ol le corps
est traversé par un rayon & polarisation rectiligne. Ce phénoméne,
connu depuis longtemps, est donc df au fond & la méme cause que le
phénoméne de ZeemaN, et 1'on congoit que, de méme que ce dernier,

il puisse servir 3 la détermination du rapport ’% M. SterrseMa a déduit

quelques valeurs de ce rapport des rotations qu’il a mesurées.

Nous n'avons parlé jusqu’ici que du rapport 5. Quant 2 la valeur

de ¢ méme, c. & d. de la grandeur de la charge électrique d’une seule
particule, M. J. J. Tuomson, de Cambridge, I'a déterminée dans
plusieurs cas pour des ions gazeux, par sa méthode ingénieuse des
»huages”. Quand le gaz ionisé contient de la vapeur d’eau, le refroi-
dissement, provoqué par une expansion adiabatique, produit un nuage,
les ions servant de centres de condensation; phénomeéne curieux, dont
on doit la découverte & M. C. T. R. Wirson. Il est permis d’adettre
qu’il se forme une gouttelette d'cau autour de chaque ion. M. Tnomsox
a déterminé la grosseur de ces gouttelettes, en mesurant la vitesse
avec laquelle le nuage descend; cette détermination repose sur le
résultat théorique bien connu, qu’une petite sphére, tombant dans
I'air, finit par atteindre une vitesse limite, qui dépend, d'une maniére
facile & déterminer, du poids de la sphére, de son rayon et du coefficient
de frottement de I'air. Si V'on connait en outre la quantité totale de
vapeur condensée, une simple division fait connaitre le nombre des
gouttelettes d’eau, donc aussi le nombre des ions; il suffira ensuite de
déterminer, en unités absolues, la charge totale de ces ions, unc opéra-
tion qui est également possible, pour trouver enfin la charge de chaque
ion, pris séparément.

Aprés vous avoir encore rappelé que I'on a pu déduire de I'équivalent



14 H. A. LORENTZ.

électrochimique le rapport '% de la charge et de la masse pour des ions

électrolytiques, et que la théorie cinétique des gaz permet d’estimer la
masse d'un pareil ion, ce qui fait que I'on connait aussi sa charge ¢, je
puis enfin vous faire connaitre quelques-uns des résultats que I'on a
obtenus, et vous dire & quelles conclusions et & quelles hypothéses on a
été ainsi conduit.

J’ai réuni dans le tableau I quelques-unes des valeurs que 'on a
e

obtenues pour —; vous y verrez en méme temps dans quels cas on a
m

affaire & des électrons négatifs, et dans quels autres & des électrons
positifs. Ces données numériques, dont beaucoup d’ailleurs ne font
connaftre que I’ordre de grandeur, de méme que celles qu’on trouvera
plus tard, sont exprimées dans le systéme C. G. S. et dans les unités
électromagnétiques usuelles *).

Tableau L.
e
a »
m
Ions d’hydrogéne . . ............. 9650
Electrons négalifs.
Phénomeéne de ZeeMaN.. ..... .. .. 1,6—3
Rotation du plan de polarisation.... | 0,9—1,8
Rayons cathodiques, SiMon ... .. .. 1,86

» " autres observateurs | 0,7—1,4} X107 0,1—0,3
Plaque de zine soumise d 'action des

rayons ultra-violets............ 0,7
Rayons B..................... 1,75% | jusqu’a 0,95
Electrons positifs.
Rayons de GoLDSTKIN............ 300—9000
Rayomsw..................... 6000 0,07

* Ce nombre se rapporte & de faibles vitesses.
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Il saute immédiatement aux yeux, que les valeurs de ,% sont beau-

coup plus grandes pour les électrons négatifs que pour les électrons
positifs, et que pour les premiéres particules les nombres varient entre
des limites assez étroites. Cette circonstance & induit & supposer que,
dans tous les cas considérés, les électrons négatifs ne différent pas
considérablement les uns des autres, ni par leur masse ni par leur
charge.

Quant 3 la grandeur des charges, remarquons que des considéra-
tions appartenant aux théories moléculaires nous conduisent a évaluer
3 102 gramnmes environ la masse d’un ion d’hydrogéne. En combi-
nant ce résultat avec I'équivalent électrochimique, on trouve pour la
charge d’un pareil ion, la valeur

e=10-2,

Or, il est bien remarquable que les expériences de M. THoMsoN ont
fourni pour les ions gazeux des valeurs qui, dans les limites des erreurs
expérimentales, s’accordent avec celle-la.

Vous savez que dans les électrolytes tous les ions monovalents, tant
les positifs que les négatifs, ont des charges dont la valeur numérique
est la néme, et que les ions bi-, trivalents etc. portent des charges qui
sont le double, le triple etc. de celles des ions monovalents. Ces lois
ont déja conduit depuis longtemps & I'idée que la charge d’un ion mono-
valent est une quantité élémentaire, un ,,atome’ d’électricité pour ainsi
dire, dont il n’existe que des multiples, mais pas de fractions. Les
résultats de M. THomson sont en bon accord avee cette maniére de voir,
et nous arrivons ainsi i cette hypothése: 11 existe dans la nature une
certaine quantité élémentaire d’électricité, et une charge égale & cette
quantité est portée non seulement par les ions monovalents, mais aussi
par les ions gazcux et par tous les électrons négatifs. Quant & ce qui
regarde l'extension de cette hypothése aux électrons négatifs, je dois
remarquer qu'on n'a pas encore réussi jusqu'ici & mesurer directement
leur charge. Cependant, il est naturel de considérer ces électrons comme
ce qu’il y a de plus simple dans le monde matériel, et de leur attribuer
en conséquence la plus petite charge qui existe. Il faut ajouter que

. - e
nous connaissons une détermination de -- et une mesure de ¢ se rappor-
m

tant aux particules chargées, qui sont introduites dans le gaz environ-
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nant, quand une plaque de zinc négativement chargée est frappée par
des rayons ultra-violets; seulement, dans ’une de ces expériences le gaz
était & un degré de raréfaction plus élevé que dans I'autre. Si la pression
est trés basse, il se forme de vrais rayons cathodiques, comme le prouve

la valeur de'—i dans notre tableau. Par contre, si la pression est plus

élevée, on a affaire & des ions gazeux; mais, quand on admet que
chacun de ces ions soit formé par la fixation d"un certain nombre de
molécules d’air sur un électron négatif des rayons cathodiques primutifs,
il faut que la charge des ions gazeux soit la néme que celle des élec-
trons, qui en forment le noyau.

11 y a d’ailleurs des phénomeénes optiques qui semblent prouver que
la charge d’un électron doit étre du méme ordre de grandeur que celle
d’un ion électrolytique *).

J’ai & peine besoin de vous dire que, du moment que nous admet-
tons I’existence de certaines quantités élémentaires d'électricité égales
entr'elles, les charges des ions ou électrons positifs, exprimées dans
ces unités naturelles, ne peuvent prendre, elles aussi, que les valeurs
1,2 ete.

De ce qui précéde nous pouvons tirer maintenant des conclusions
importantes au sujet de la masse des électrons et des ions. Si nous
faisons abstraction, pour simplifier, des cas od la charge se compose de
deux ou plusieurs quantités élémentaires, et que nous attribuons donc

\

4 ¢ la méme valeur pour tous les électrons et tous les ions, les masses
. . e

m sont inversement proportionnelles aux valeurs de —. Il en résulte
m

que la masse d’un électron négatif n’est qu’une trés petite fraction de
celle d’un atome d’hydrogeéne, la 2000™e partie & peu prés, si nous

e .
prenons la valeur de - trouvée par M. SimMoN; tandis que la masse

d’un électron positif, tel qu’il existe dans les rayons de GoLpstrIN,
ou les rayons # du radium, doit étre du méme ordre que celle des
atomes chimiques. Il parait donc que les électrons se forment par la
décomposition d’un atome en deux particules chargées, une positive,
(ui a presque la masse entiére de I’atome, et une négative, qui n’en
recoit qu’une toute petite partie.

J'ai mis aussi dans le tableau I quelques données relatives 3 la
vitesse des électrons libres; je les ai exprimées avec la vitesse de la
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lumiére comme unité. Or, tandis que les électrons positifs sont bien loin
d’atteindre une pareille vitesse, on constate de trés grandes vitesses
pour les électrons négatifs. A ce point de vue 1A aussi, le rayonnement
du radium est particulitrement remarquable. Un sel de radium émet 3
la fois des particules négatives, avec une trés grande vitesse, et des
particules positives avec une vitesse baucoup plus faible. Un champ
magnétique sépare ces rayons, ainsi que vous le voyez dans la figure
schématique 4, od nous devons de nouveau nous

représenter les lignes de force magnétiques comme 4
perpendiculaires au plan du dessin. Le champ fait

dévier les rayons z et 3 de c6tés différents, tandis

que la troisiéme espéce, les rayons y, poursuivent

leur route sans déviation.

Je n’ai pas encore parlé jusqu’ici des belles Fig. 4.

recherches de M. Kaurmany sur la déviation élec-

trique et magnétique des rayons du radium, parce que je voudrais
d’abord vous exposer le probléme que ces recherches ont résolu. Nous
avons déjd vu qu'en général un électron subit ’action d'une force, dés
qu'il se trouve dans un champ électromagnétique. Or, 1’électron lui-
méme produit un champ, et nous pouvons nous demander si ce champ
13 aussi produit une certaine force? Le calcul nous apprend qu’il en
est réellement ainsi, dés que I’électron a un autre mouvement qu’une
translation rectiligne et uniforme. Si nous représentons par ¢, ’accé-
lération dans le sens du mouvement méme et par g, I'accélération qui
lui est perpendiculaire, nous trouvons que 1’éther exerce sur 1'électron
deux forces, opposées & ces accélérations et proportionnelles & leur
grandeur; nous écrirons pour l’une de ces forces m,¢, et pour ’autre
myq,. Dans ces expressions, m, et m, sont des coefficients, qui dépen--
dent de la grandeur de I’électron, de sa charge, et en outre de sa vitesse.
Si je veux donc donner 2 un électron un mouvement déterminé, je
dois d’abord faire agir sur cet électron, tout comme dans le cas d'un
point matériel ordinaire, les forces myq, et myq,, m, étant la masse
dans le sens ordinaire du mot; mais j’ai en outre & vaincre les forces
que je viens de nommer. En tout je dois donc faire agir une force

extérieure
(mo + my) g,

dans le sens du mouvement, et une force
ARCHIVES NEERLANDATSES, SERIE II, TOME XI. 2
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(mg + my) g4

dans un sens perpendiculaire. En d'autres termes, 1’électron se com-
porte, au point de vue de I'accélération tangentielle, comme s’il avait
une masse m, + m,, et, au point de vue de I'accélération normale,
comme s’il avait une masse m, + m,. Nous appellerons m, la masse
vraie, m, ou m, la masse apparente ou électromagnétique, et my -+ m,
ou m, -+ i, la masse effective; de plus, nous pourrions encore appeler
m, la masse électromagnétique longitudinale et m, la masse transversale.
Dans le cas od il s’agit de 'accélération dans le sens du mouvement,
il est d’ailleurs aisé de comprendre d’une autre facon qu’il peut
étre question d’une masse électromagnétique. En effet, quand je veux
communiquer 3 un électron une certaine vitesse, je dois produire en
méme temps le champ qui correspond 2 cette vitesse; or, comme ce
champ contient de I’énergie, cela exige que j'effectue un certain tra-
vail, et cela revient au méme que si la masse était un peu plus grande.

L'importante question qui se pose maintenant est celle de savoir
quelle partie de la masse effective, dont on a déterminé par les observa-
tions le rapport & la charge, est la vraie et quelle autre est la masse
électromagnétique. Cette question peut étre résolue, grice au fait, que
les masses électromagnétiques m, et m, ne sont pas des constantes,
mais dépendent de la vitesse de I’électron. Si cette vitesse est faible,
m, et m, ont, pour un électron sphérique dont le rayon est R et dont
la charge ¢ est distribuée uniformément sur la surface, la valeur
2 o2
31
avec une telle rapidité, qu’elles seraient infiniment grandes si 1’élec-
_tron atteignait une vitesse égale a celle de la lumicre.

M. M. ABranAM, qui s’est beaucoup occupé de la dynamique des
électrons, a développé des formules pour m, et pour s, ). Or, le résul-
tat des recherches de M. Kaurmany c’est que, dans les limites d'er-
reur des expériences, la masse transversale effective w, - , varie
avec la vitesse, dans la méme mesure que la masse électromagnétique
m, seule devrait le faire d’apres les formules. On peut donc admettre
que les électrons négatifs ne possédent pas une masse réelle, mais seu-
lement une masse électromagnétique, ce qui revient  dire que, dans
le mouvement d’un électron négatif , nous avons affaire uniquement &
I’énergie électromagnétique du champ °).

pour des vitesses plus grandes ces valeurs augmentent, et cela
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Je ne puis m’empécher de vous dire quelques mots de la méthode
suivie par M. Kaurmann. Elle consiste dans la mesure des dévia-
tions électrique et magnélique des rayons (3. Ces rayons ont des
vitesses trés différentes, de sorte que, dans les expériences faites
avec un seul échantillon de radium, on peut déterminer les valeurs de

1% pour toutes espéces de vitesses. Afin de pouvoir établir quelle

déviation électrique correspondait & une déviation magnétique obser-
vée, M. Kaurmann produisait les deux déviations & la fois. Imaginez
que dans I’espace qui nous sépare il y ait & la fois un champ électri-
que et un champ magnétique, et que
pour tous deux les lignes de force soient
horizontales, dirigées de gauche & droite
quand on les regarde de l'endroit ol
vous étes placés. Supposons maintenant
qu’un point situé prés de moi émette des
rayons 3, vers un point placé vis & vis
de moi; alors ces rayons sont déviés ho-
rizontalement , par la force électrique,
et vers votre droite puisque les charges Fig. 5.
sont négatives; la force magnétique les
fait dévier vers le haut. Si ces rayons tombent sur un écran, placé per-
pendiculairement & leur direction initiale, et que I'on trace sur cet
écran des axes coordonnés (fig. b), 'un vertical, I'autre horizontal,
partant du point O, ol aboutiraient les rayons, s'ils n'étaient pas dévics,
les coordonnées du point P, ol I'écran est réellement frappé, four-
nissent la mesure des deux déviations. O4 aussi bien que OB dé-
pendent de la vitesse des électrons, et, si le rayonnement contient
des rayons de vitesses différentes, les points ol ces rayons viennent
frapper 1’écran forment une courbe continue O.PQ. Cette courbe, oun son
prolongement, aboutit au point O, ce qui résulte du fait que, pour une
vitesse égale & celle de la lumiére, les deux déviations doivent étre nulles.
En se servant comme écran d’une plaque photographique, qu'il placa
3 une petite distance du point d’émanation des rayons, M. Kaurmann
put mesurer les coordonnées de la courbe & divers endroits; en se ser-
vant des formules que je vous ai données, il put en tirer des conclusions

relatives aux valeurs de pour différentes vitesses. 11 constata, qud
m

2’
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. e .. . .
mesure que la vitesse augmente, la valeur de — diminue. Or, puisque
m

nous considérons la charge ¢ comme constante, M. KaurMaNN en con-
clut une augmentation de =; et cette augmentation correspondait pré-
cisément 3 celle qui résulte de la formule de M. ABRaHAM pour la
masse électromagnétique m,.

Le tableau suivant vous donnera une idée de ces variations de la masse
effective; la premiére colonne donne la vitesse, exprimée de nouveau
avec la vitesse de la lumiére comme unité.

Tableau II.

Vitesse i
m
0,79 1,21
0,83 1,18
0,86 1,07 X 107
0,91 0,93
0,94 0,83

La valeur de % que j'ai donnée pour les rayons 3 dans le tableau I
m

est la valeur limite vers laquelle tend ce rapport, & mesure que la vitesse
diminue.

J’ajouterai encore qu’en réalité I'arrangement de I’expérience n’était
pas tout & fait aussi simple que je viens de vous I’exposer et que M.
KaurMany a observé le double de la déviation électrique. Dans ce
but, il renversa le champ électrique au bout de quelque temps; il obtint
ainsi une seconde branche ORS de la courbe, et il mesura la distance
PR pour diverses valeurs de 'ordonnée 0 4.

Un examen des calculs de M. KaurMan~ nous conduirait trop loin;
je me permets pourtant de considérer d’un peu plus pres la forme des
courbes. Nous pouvons admettre, en premiére approximation, que
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les coordonnées 04 = r et OB = y sont proportionnelles aux courbu-
res, que présente au point de départ, par suite des champs magnétique
et ¢lectrique, la trajectoire des électrons lancés vers P. Cela est vrai
aussi dans les conditions réelles des expériences Eu égard sux équa-
tions (1) et (3), on aura donc:

el _ ek
s R AT

si nous attribuons aux symboles e, m, v, £ et H la méme signification
que tantdt; a et b sont des constantes.

Si dans ces expressions nous substituons pour v diverses valeurs,
nous obtenons les coordonmées de divers points de la courbe. La forme
de cette courbe dépendra donc de la maniére dont » varie avec v. On
voit que y serait proportionnel a la deuxiéme puissance de z, si m res-
tait constant; les courbes seraient alors des paraboles, telles qu’elles
sont représentées en pointillé dans la fig. 5. Le résultat de M. Kauy-
MANN repose donc sur le fait que les courbes s'écartent de la forme
parabolique, dans le sens qu’indique la figure. Comme on a, d’aprés
les équations précédentes,

bE
="

il faut que y augmente moins rapidement que 2%, quand un accroisse-
ment de = est accompagné d’uue diminution de 2, ce qui peut arriver
lorsque 2 diminue par une diminution de la vitesse v.

Enfin, je dirai encore que les dimensions de la figure réellement obte-
nue n’atteignaient pas méme un centimetre, et que la plaque photo-
graphique n’était distante que de quelques centimétres de la source des
rayons, un milligramme de bromure de radium. On peut donc dire, &
bon droit, qu’on a réalisé ici de grandes choses avec de petits moyens, je
veux dire petits au point de vue des dimensions.

Le résultat obtenu par M. KaurMann était bien de nature & engager
a de nouvelles recherches. A ce propos je voudrais vous dire, que divers
phénoménes que I'on observe dans des systémes en mouvement m’ont
suggéré 'idée, qu’un électron, sphérique & ’état de repos, s’aplatit, dés
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qu’il se meut, dans le sens du mouvement, de maniére & devenir un
ellipsoide; il tendrait ainsi de plus en plus & devenir un disque plat 3
mesure que sa vitesse se rapproche de celle de la lumiére. Cette hypo-
. thése d’un électron déformable, que je ne communique d’ailleurs que
sous toute réserve, parce qu'en la développant on se heurte & de grandes
difficultés, fournit pour la masse électromagnétique des expressions qui
s'écartent notablement de celles obtenues par M. Asramam 7). Cela
n’empéche pas pourtant que mes formules aussi s’accordent bien avec
les mesures de M. KaurMaNN; seulement on n’a pas besoin d’attribuer
aux vitesses des valeurs aussi élevées que I’exigent les équations de
M. Asrauam. Il y aurait moyen de décider entre les deux maniéres de
voir, si ’'on pouvait déterminer, dans les expériences de M. Kauruann,
les intensités des champs électrique et magnétique avec une précision
suffisante. .

Je puis ajouter maintenant (décembre 1905) que de nouvelles mesu-
res ont déja permis & M. KaurmanN d’arriver & une décision; son
résultat est en contradiction avec 1’hypothése de l’aplatissement des
électrons.

De ce qui précede, il résulte que dans le cas des rayons 8 nous pou-

vons nier I'existence d’une masse vraie. Or, pour de petites vitesses,
la valeur de la masse électromagnétique est donnée par

(7)

S

I
SR )
=%

de sorte que, si nous acceptons la maniére de voir de M. Kaurmann,
nous pouvons calculer le rayon R de 1’électron, dés que nous connais-
sons ¢ et m en valeurs absolues. Nous y reviendrons dans la suite.

Le résultat, trouvé par M. Kaurmann, relativement 2 la masse des
électrons négatifs, nous engage aussi & nous demander s’il existe en
somme une masse véritable, une question que divers auteurs ont déja
posée. On pourrait en effet se représenter toute matiére pondérable
comme constituée par des €lectrons, et toute énergie cinétique de corps
en mouvement comme consistant dans l’énergie de champs électro-
magnétiques. Si une pareille supposition était conforme A la réalité, on
n'aurait plus & chercher, en somme, une explication mécanique des
phénomeénes électriques, mais plutdt une explication électromagnétique
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des phénomeénes mécaniques; et pour vous, Messieurs, cela aurait cette
conséquence curieuse, qu'au fond toute technique serait de 1’électro-
technique.

Mais nous n’en sommes pas encore 1a. Pour le moment nous devons
nous contenter d’admettre comme trés probable, qu’il n'existe pas de
masse réelle dans le cas bien simple d’électrons négatifs libres. Du reste,
méme si P'on ne réussissait pas & décomposer complétement la matiére
en électrons, il n'y a pourtant pas & en douter que les charges électri-
ques des atomes ne soient quelque chose de trés essentiel; par I'exa-
men des vibrations électriques émises par les atomes, nous pouvons
donc espérer obtenir des indications précieuses au sujet de la consti-
tution de ces atomes. Voild pourquoi une théorie des lignes spectrales
et des formes compliquées du phénomene de Zermax, ainsi que de leur
relation avec les phénomeénes chimiques, est un probléme important de
la théorie des électrons.

Passons maintenant aux phénomeénes dans lesquels les électrons con-
tenus dans les corps pondérables sont en jeu. Les questions que je vais
choisir nous transportent dans le domaine de la théorie des électrons dans
les métaux, une théorie qui, se rattachant & des considérations anté-
rieures de WiLH. WeBER et KoHLRAUSCH, 8 été développée avec succes,
dans ces derniéres années, par MM. Rikcke, Drupk, J. J. THoMsoN
et d’autres physiciens. Avant tout, nous avons & rendre compte de
Pétroite relation qui existe entre les propriétés électriques et calori-
fiques des métaux. L'existence d'une pareille relation est déja prouvée
par le fait que les métaux sont A la fois les meilleurs conducteurs de
Iélectricité et de la chaleur; sous ces deux rapports ils dépassent de
beaucoup tous les autres corps. De plus, quand on les compare entr’eux,
on constate toujours qu'une forte conductibilité électrique va de pair
avec une forie conductibilité calorifique. G. Wikpemaxy et Franz
avaient méme déduit de leurs observations, qu’a une température déter-
minée le rapport des deux coefficients aurait la méme valeur pour tousles
métaux. Le tableau 1IT suivant, qui donne pour 18° et 100° les résul-

“tats de mesurzs, faites avec le plus grand soin par MM. JakcEr et
DrrsseLuoRrsT, prouve que cette loi, bien qu'elle ne soit pas absolument
exacte, est du moins vérifiée d’une fagon assez approchée pour un grand
nombre de métaux.
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Tableau III.
i (5/6)130.10-8 (k/o‘)moo.lo—,s (l‘/o‘)[om :(k/a’)isv
Aluminium. . ...... 636 844 1,32
Cuivre IT......... 665 862 . 1,30
Cuivre ITL.. . .. ... . 671 871, 1,80
Argent ........... 686 881 | 1,28
(o) S 727 925 1,27
Nickel............ 699 9006 | 1,80
Zine............. 672 867 ' 1,29
Cadmium. . . . ...... 706 905 l 1,28
Plomb............ 5 | 935 1,31
Etain............. 785 925 1,26
Platine . .......... 753 1018 ! 1,35
Palladium. .. ...... 754 1017 | 1,35
FerI............. 802 1061 1,32
FerIL............ 838 1114 1,33
Bismuth .......... 962 1077 1,12
Rotguss........... 757 955 1,26
Constantane.. ... ... 1106 1310 1,18

Les nombres donnés dans le tableau supposent, que la conductibilité
calorifique # a été mesurée par la quantité de chaleur, exprimée en
unités de travail, qui traverse par seconde un él¢ément de surface d’un
centimétre carré, dans le cas ol il y a, dans un sens perpendiculaire &
1'élément, une chute de température de 1° C. par cm.

Quant 2 la conductibilité électrique ¢, elle est mesurée par la quan-
tité d’électricité qui traverse un pareil élément de surface par unité
de temps, dans le cas ol il y a, dans un sens perpendiculaire & la surface,
une force électrique égale & I'unité.

Je n’ai pas inséré dans le tableau les valeurs des conductibilités elles-
mémes, non seulement parce que c’est spécialement leur rapport qui nous
intéresse, mais aussi parce que les expériences étaient arrangées de telle
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fagon qu’elles fournissaient directement la valcur de ce rapport. Je dirai
toutefois qu’a 18° £ et ¢ varient entre £=8,1 XX 10%, ¢ = 0,84 X 105
(bismuth) et 4= 421 X 10°, ¢ = 61,4 ) 105 (argent). Vous voyez
que les valeurs du rapport 4/s différent bien moins les unes des autres.

La voie que nous avons & suivre & présent s'indique d’elle-méme. 11
est tout naturel de considérer un courant électrique comme un mouve-
ment progressif d’électrons dans les espaces entre les atomes des mé-
taux. Or, si nous voulons arriver & une relation constante entre les
conductibilités électrique et calorifique, nous devons chercher a expliq-
ner la conduction de la chaleur au moyen de ces mémes €lectrons mobi-
les, que nous qualifierons maintenant de ,libres”. Il faudra exelure
d’autres causes, qui pourraient également produire une conductibilité
pour la chaleur, ou du moins nous ne devons leur attribuer qu’'une
importance secondaire.

Mais comment pouvons nous imaginer une conductibilité calorifique
produite par les électrons® Pour le faire , nous nous placerons au point
de vue d’une théorie qui, au premier abord, n’a aucune relation avee
notre probléme, je veux dire de la théorie cinétique des gaz. Vous savez
que dans cette théorie on admet un mouvement rapide et désor-
donné des molécules, et vous connaissez aussi deux résultats impor-
tants auxquels on est arrivé. En premier lieu, dans tout gaz I’énergie
cinétique moyenne du mouvement progressif d'une molécule est propor-
tionnelle & la température absolue, et en second lieu, & une température
déterminée, cetle enérgie moléculaire moyenue a la méme valeur pour
tous les gaz; nous la représenterons par « 7, « signifiant toujours la méme
constante. Mais cette constante a une signification encore plus générale,
trés importante pour le but que nous avons en vue. L’étude mathémna-
tique des mouvements moléculaires a conduit & admettre, que chaque
particule qui participe & ces mouvements, molécule, atome ou ion,
quelle que soit sa grandeur, et quel que soit le corps qui la con-
tienne, posséde en moyenne toujours la méme énergie cinétique. Il est
donc naturel de supposer, que les électrons libres contenus dans les mé-
taux sont animés, eux aussi, d’'un mouvement dans tous les sens, avec
des vitesses telles que 1’énergie cinétique moyenne de chacun d’eux soit
égale & x 7. Si nous admettons que nous avons affaire & des électrons
négatifs, dont la masse a la valeur excessivement petite que nous avons
trouvée plus haut, notre hypothése exige évidemment des vitesses par-
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ticuliérement élevées. Si la masse d’un électron est la 2000¢ partie de
celle d’un atome d’hydrogéne, c. 3 d. la 4000° partic de celle d’une
molécule d’hydrogéne, cet électron doit sc mouvoir avec une vitesse au
moins 60 fois plus grande, pour avoir une énergie cinétique de méme
grandeur que celle d’une molécule d’hydrogene.

Nous devons nous représenter ensuite que, pas plus que les molé-
cules d'un gaz, les électrons ne sont en état de continuer leur route
en ligne droite sur une grande étendue. Ils peuvent non seulement
entrer en collision les uns avec les autres, tout comme les molécules
d'un gaz, mais leur mobilité est réduite aussi par la présence des ato-
mes métalliques, entre lesquels ils sont emprisonnés. Nous nous figu-
rerons que c'est surtout cette derniére circonstance qui limite la lon-
gueur des chemins libres rectilignes ®).

Cela posé, il sera possible, dans la théorie de la conductibilité pour la
chaleur, de suivre parfaitement ’exemple de la théorie des gaz. Si une
colonne d’air verticale présente en haut une température plus élevée qu’en
bas, on trouve dans les couches supérieures les plus grandes vitesses molé-
culaires. Mais, puisque des molécules de ces couches supérieures péne-
trent dans les couches plus basses, et que réciproquement des moldcules
dont le mouvement est relativement lent arrivent en haut, il doit se pro-
duire évidemment une égalisation de la différence de température, une
conduction de la chaleur. 11 se passe quelque chose d’analogue pour les
électrons, dans un métal inégalement chauffé en divers endroits; ici
comme dans le gaz, I'effet dépendra de la longueur du chemin que les
particules peuvent faire en ligne droite. Plus ce chemin est long, plus les
électrons pénétrent profondément d’une couche dans un autre, ce quifavo-
rise évidemment le transport d’énergie, c.2 d. la conduction dela chaleur.

Dans cet ordre d’idées, M. DruDE est arrivé & une formule pour le
coefficient de conductibilité calorifique. Pour des raisons que je dirai
plus tard, je ne vous présenterai ce coeflicient que sous la forme, bien
simple, qu'il prend, quand le métal ne contient qu’une seule espéce
d’électrons libres. Si 1'on considére toutes ces particules comme égales
entr’elles, et si 'on représente par N leur nombre par unité de volume,
par # la moyenne vitesse de leur mouvement thermique et par 7 la
moyenne longueur du chemin libre, tandis que  est la constante uni-
verselle dont j’ai parlé tantdt, on a, suivant M. DrubE,

k="y2Nlu
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Quant & la conductibilité €lectrique, le mouvement thermique y joue
également un ce-tain role et la longueur du chemin libre fait sentir son
influence. C’est ce qui résulte du raisonnement suivant. Aussi long-
temps qu'il n'y a pas de force ¢lectrique, le mouvement des électrons
dans le métal est absolument désordonné; il a lieu de la méme maniére
dans toutes les directions. Mais la force électrique introduit une certaine
régularité dans cet état, parce que, sous son influence, les vitesses
dans une direction qui correspond & la force sont rendues un peu plus
fréquentes, modification qui dépendra évidemment de la grandeur de la
force et qui est peut-étre bien faible dans les cas ordinaires. Quoi qu’il
en soit, on peut dire qu’au mouvement sans ordre, déja existant, s’ajoute
maintenant une certaine vitesse dans cette direction particuliére, une
vitesse de courant. Si nous parvenons & calculer cette derniére, il sera
aisé de trouver le nombre des électrons qui traversent, par unité de
temps et par unité de surface, un élément de surface perpendiculaire &
la force électrique. Ce nombre une fois trouvé, on obtiendra I'expres-
sion du courant €lectrique en le multipliant par la charge e d’un élec-
tron; et, en divisant par la valeur numérique de la force électrique elle-
méme, on aura la conductibilité cherchée o.

Or, il faut remarquer que la force électrique doit faire un vrai labcur
de Sisyphe; & peine a-t-elle donné & un électron une petite vitesse dans
la boune direction, que cette vitesse se perd par un choc contre un
atome métallique, ou change méme complétement de direction. Voici
maintenant de quelle facon nous pouvons faire un calcul, dont nous
pourrons nous contenter en premiére approximation. Si 7 est la moyenne
durée de l'intervalle entre deux chocs consécutifs, nous pouvons dire
qu'a un moment donné le temps, pendant lequel les électrons ont été
soumis & P'action de la force éleetrique %, depuis la derniére rencontre

. 1 . .
avec un atome métallique, est en moyenne 7™ La vitesse, produite

pendant cet intervalle de temps, est %'r e”_:k’ , puisque la force qui agit

sur une particule est ¢ £ et que par conséquent I'accélération est QE.
m

Cette grandeur

1 eF
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pour laquelle nous pouvons encore écrire
elk

2mu’

. l A . .
puisque 7= -, peut étre considérée comme la valeur de la vitesse

de courant. En la multipliant par Ne, nous trouvons pour l'intensité
du courant, par unité de surface et par unité de temps,

GZNZE

2mu

’

ou bien
EANiul

4al °

puisque nous avons supposé que

1
smut=zaT.
~

Nous en déduisons enfin, pour la conductibilité électrique, la for-
mule suivante, bien simple

et Nlu

Si vous comparez maintenant cette formule avec celle que j’ai donnée
tantot pour £, vous voyez que les deux expressions contiennent le fac-
teur Nlu. Les grandeurs NV et /, qui varient probablement beaucoup
d’un métal & un autre, disparaissent donc par division, et le rapport

]f___f<f ZT 9)

ne contient plus que des grandeurs, qui ne dépendent pas des propriétés
particuliéres du métal. M. DrupE est done réellement parvenu & ren-

o s k . ’
dre compte de 1'égalité du rapport . pour divers métaux; et nous pou-
vons dire que c’est 1d réellement un des plus beaux résultats de la
. . koo
théorie des électrons. Sa formule dit en outre que la valeur de . varie

proportionnellement & la température absolue. Or, de 18°4 1007, la
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valeur de 7' augmente dans le rapport de 1 & 1,28, et ce dernier
nombre s’accorde d’une facon trés satisfaisante avec les rapports qui
sont donnés dans la derniére colonne du tableau III.

Pour bien juger de I'importance de ces résultats, on ne doit pas per-
dre de vue que, sans la théorie des électrons, on ne verrait aucune
raison pour une relation entre les deux conductibilités.

M. Drupk a trouvé que sa formule est vérifiée d’une facon écla-
tante quand on y substitue les valeurs absolues des diverses gran-
deurs. En effet, quand on emprunte aux observations la valeur de

k . . .
> on peut tirer de 1'équation (9) la valeur de ef, et par conséquent

T
trouver, pour chaque température, la valeur de %. Or, cette expres-

sion peut étre calculée aussi d’une toute autre maniére.
Raisonnons & cet effet & la fagon de M. RerneaNum. Comme e repré-
sente la charge dlectrique d’un atome d’hydrogéne, le nombre des ions

. . 1
d’hydrogeéne, contenus dans un équivalent électrochimique, est . Or,

figurez-vous que nous avons dans un centimétre cube précisément un
équivalent électrochimique, c.ad. 0,000104 grammes d’hydrogéne, &
I’état gazeux ordinaire et & la méme température 7' pour laquelle la

valeur de ﬁ a été trouvde. Cette quantité exerce une certaine pression,
qu'il est possible d’évaluer et que nous nommerons p. Comme le gaz
contient % atomes et est diatomique, il se compose de »2-1; molécules, ce
qui fait que I’énergie cinétique totale du mouvement de translation de
ces particules est égal a ;g. D’autre part, une formule fondamentale

de la théorie cinétique des gaz dit, que la pression par unité de surface
est égale aux deux tiers de cette quantité, de sorte que

e
3k
—_ - —3 . ].O
l/4.<rT 3p (10)
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La masse d’un centimétre cube d’hydrogéne, & 0° et sous une pres-
sion de 76 cin. de mercure, c. 2 d. de 1,018 X 10° unités C. G. S., est
de 0,0000896 grammes; & 18° il vient donc

3p =38 X 10%

et en faisant usage de la valeur de f, trouvée pour 'argent  la néme

température, nous trouvons de méme

3 p— 38108
40

Voila bien une trés belle concordance, entre des nombres obtenus
avec des données empruntées & des parties fort différentes de la physique.

Je regrette toutefois de deyoir troubler quelque peu la satisfaction que
vous donnera ce résultat. En reprenant les calculs de M. DrubE, j'ai
tiché de pénétrer un peu plus avant dans la question du mouvement
individuel des particules d’un essaim d’électrons, et j'ai trouvé, au lieu
de la formule (9), la suivante:

Q)

Il s’ensuit que la formule (10) devient

VT
et le premier membre de cette équation a la valeur 47 X 105, de sorte
qu’il différe maintenant assez considérablement de 3 p.

Il serait difficile de dire quelle est la signification de cet écart. Il se
peut que dans mon calcul il se trouve quelque part une erreur, et ce
serait bien 13 I'éventualité la plus heureuse; mais il n’est pas impos-
sible non plus qu'un examen plus minutieux encore — j’ai aussi d
faire quelques hypothéses simplificatrices — conduise & un résultat
s’écartant moins de celui de M. Drupe. D’ailleurs, il est toujours pos-
sible que les circonstances réelles ne soient pas tout a fait aussi simples
que nous les avons admises; peut-&tre y a-t-il encore d’autres facteurs
que le mouvement des électrons absolument libres, qui contribuent 3
la conductibilité la chaleur. Quoi qu'il en soit, la conclusion reste, que
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la théorie dans laquelle on admet des électrons libres, qui se meuvent,
tout comme les molécules gazeuses, avec une vitesse dépendante de la
température, est capable de rendre compte, en premiére approximation,
de la conductibilité pour la chaleur et pour I'électricité, ainsi que de
la relation qui existe entre ces deux phénomeénes.

Les mémes idées fondamentales peuvent étre appliquées a I’explica-
tion d’autres phénoménes, comme les courants thermo-électriques et les
phénoménes qui portent les noms de Pevrier, ThomsoN (Lord Kervin)
et Hav.. Cest ce qu'ont déji fait MM. Rircke et Drupbk. Je ne puis
m’attarder 2 traiter complétement les problémes qui se présentent a ce
propos, et je dois me borner & montrer en quelques mots quelle est la
forme que prennent ces explications, quand on n’admet qu’une seule
espice d’électrons libres & charges négatives.

Figurons nous en premier lieu que deux piéces A4 et B de métaux
différents soient en contact I'une avec 'autre. Quand un pareil systéme
a partout la méme température, il s’établit, comme vous savez, un état
d’équilibre, dans lequel il y a une certaine différence de potentiel.
Celle-ci, la différence de potentiel de contact comme on I'appelle,
a été attribuée par Henmuorrz a existence de certaines ,,forces molé-
culaires”, que les particules métalliques exerceraient, & une distance
excessivement petite, sur 1'électricité; c’est 12 une conception que
nous pouvons immédiatement introduire dans la théorie des électrons.
Ainsi p. ex., si les électrons libres subissent de la part du métal 4 une
attraction plus forte que de la part de B, un certain nombre de ces
électrons passent de B vers 4; bien entendu quand il n’existe pas
encore de différence de potentiel. Par 13 4 prend une charge négative
et B une charge positive, et il en résulte bientdt un état stationnaire,
dans lequel la force qui agit sur les électrons en vertu de la différence
de poteutiel, fait équilibre & celle qui résulte de 1'inégalité d’attraction.
Toutefois, il n’est pas difficile de démontrer que les forces moléculaires
de HerMHOLTZ ne peuvent jamais produire un courant dans un circuit
métallique fermé; nous avons done & chercher une autre explication des
courants thermo-électriques.

Nous partirons, & cet effet, de cette hypothése, que les électrons
libres dans les métaux se sont séparés des atomes par une espéce de
dissociation, et que 'équilibre exige, que le nombre N de ces parti-
cules, par unité de volume, a, dans chaque métal, une valeur déter-
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minée, qui dépend de la température d’aprés une certaine loi. Si,
dans le systéme de deux métaux considéré tantdt, cette valeur est
plus petite pour 4 que pour B, le mouvement thermique des élec-
trons aura pour conséquence, que ces particules passeront en plus
grand nombre de B vers 4 que de A vers B. Mais il est évident
qu'un pareil phénoméne, que nous pouvons qualifier de ,,distillation”
d’électricité négative de B vers 4, doit prendre fin au bout d’un cer-
tain temps. L’accumulation d’électricité négative en A et la charge
positive correspondante en B produisent une différence de potentiel,
sous I'influence de laquelle le mouvement des particules négatives est
ralenti dans la direction de B vers .4, tandis qu'il est accéléré dans
la direction opposée. Dés que cette influence a fait que les électrons se
déplacent en quantités égales dans les deux directions, la différence de
potentiel a atteint sa valeur définitive.

Pour arriver maintenant & une expression pour la force électromotrice
dans un circuit thermo-électrique, on n’a qu’a appliquer ces considéra-
tions aux deux points de contact, en tenant compte de la différence de
température et de la différence d’intensité correspondante du mouve-
ment thermique. De plus, on ne doit pas oublier qu’a 'intérieur de
chacun des deux métaux les différences de température tendent a pro-
duire un mouvement des électrons dans un sens déterminé.

Je n’ai pas besoin de vous donner la formule finale; je dirai seule-
ment qu’en fin de compte tout dépend du rapport des valeurs V, et N,,
que prend dans les deux métaux le nombre N des électrons libres. Si
N, et N, sont indépendants de la température, ou bien si un échauffe-
ment les fait varier dans le méme rapport, il s’établit une différence de
potentiel proportionnelle & la différence de température entre les deux
soudures. Mais, si le rapport &,/N, est lui-méme une fonction de la
température, la relation entre la force et les températures devient plus
compliquée.

Quant i ce qui regarde la valeur absolue de la force électromotrice,
la théorie conduit & une regle trés simple et bien remarquable. Figurez
vous un électron qui parcourt uxe fois le circuit thermo-électrique tout
entier; la force électromotrice effectue alors un certain travail. Or, la
grandeur de ce travail ne différe que par un certain coefficient numé-
rique, dépendant du rapport V,/V,, de la différence des valeurs que
prend la grandeur 2 7', déjd plus d’une fois mentionnée, aux endroits
des soudures. Cette différence, nous pouvons la considérer comme
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’accroissement que subit 1'énergie cinétique moyenne du mouvement
progressif d’une molécule, quand on échauffe un gaz depuisla température
de la soudure la plus froide jusqu’a celle de la soudure la plus chaude °).

A ce que je viens de dire de la facon dont les courants thermo-élec-
triques prennent naissance, se rattache 1'étude des phénomeénes thermi-
ques qui se produisent dans un circuit thermo-¢lectrique, quand celui-ci

“est traversé par un courant. La solution de ce probléme exige des calculs
assez compliqués, mais on n’y rencontre, en principe, aucune difficulté.
Pour chaque partie du circuit nous devons tenir compte de trois choses:
en premier lieu de 1’énergie des électrons qui y pénétrent, puis de
Pénergie des électrons qui la quittent, et enfin du trayail effectué par
les forces qui agissent sur les électrons contenus dans la partie consi-
dérée. De cette fagon, la loi de ’énergie nous fait connaitre la quantité
de chaleur que nous devons enlever ou fournir au métal, pour main-
tenir sa température constante, et c’est précisément de cette quantité
de chaleur que nous disons, qu’elle est développée ou absorbée dans
le conducteur. Or, la valeur que 'on trouve ainsi se compose de
trois parties. La premiére est indépendante du courant électrique et
provient uniquement de la conduction calorifique. La deuxiéme est pro-
portionnelle au carré de I'intensité du courant; elle correspond 4 la loi
de JouLe. Quand & la troisiéme partie de notre expression, elle varie
comme la premiére puissance de l'intensité de courant, et change de
signe quand le courant change de directicn; elle signifie un développe-
ment de chaleur quand le courant est dans un sens, et une absorption
de chaleur quand il a lieu dans ’autre. Ce troisiéme terme donne des
formules pour I’effet PELTIER OU 'effet THOMSON, suivant qu’on I'apphi-
que & un point de contact ou & un métal homogene, dans lequel la tem-
pérature varie d’un point & un autre.

Ce qu’il y a surtout de remarquable aux résultats ainsi obtenus, c’est
qu’ils satisfont aux relations auxquelles on arrive dans la théorie ther-
modynamique, bien connue, des phénoménes thermo-électriques.

Permettez-moi maintenant de revenir encore une fois & I’action d’un
champ magnétique. De méme qu’il agit sur les électrons en mouvement
dans un gaz raréfié, il agit aussi sur les électrons des métaux et donne
ainsi naissance & des phénomeénes intéressants; je traiterai bri¢vement un
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d’entre eux, le phénoméne de HaLL, le premier des phénoménes de ce
genre qu’on ait découvert.

Pour observer ce phénomeéne nous opérons de la maniére suivante:
A travers une plagque métallique mince, de forme rectangulaire abcd
(fig. 6), nous faisons passer, dans la direction de la fléche, un courant élec-
trique, dont les points d’entrée et de sortie sont placés sur les cités ad et
cd. Nouas cherchons sur les deux autres c6tés deux points p et ¢ ol le
potentiel & la méme valeur, de sorte que 1’on n’observe aucun courant.
de dérivation quand on les relie par un fil métallique. Or, quand on
introduit un galvanométre dans ce circuit dérivé, on constate qu'il
accuse l'existence d’un courant, dés qu’on produit un champ magnéti-
que, dont les lignes de force sont perpendiculaires  la placue, et ce
courant reste constant, aussi longtemps quon ne change ni I'intensité
du ,courant principal”, ni celle du champ. On a trouvé, que I'intensité
du courant de HaLL est proportionnelle & I'intensité du courant principal,
aussi bien qu’a la force magnétique, pourva que cette derniére ne résulte
pas de champs trop intenses. Du reste, 1'effet change de sens quand on
renverse le courant principal ou le champ magnétique. A

Dans la théorie des électrons, l'explication du phénomeéne est si
facile que nous aurions aisément pu le prédire, en partant de nos
hypothéses fondameitales. Figurez-vous de nouveau qu’un courant
électrique consiste uniquement en un déplacement des
électrons négatifs; lancer un courant & travers la pla-
l que, dans le sens de la fléche, signifie donc: donner a

P § ces particules une vitesse de bas en haut. Sous I'action
d’un champ magnétique, dont les lignes de force sont
¢ d dirigées p. ex. vers nous, elles seront déviées vers la

Fig. 6.  gauche, ainsi que cela résulte de la régle pour la force

électromagnétique. Evidemment cela donnera naissance

4 un courant dans le circuit dérivé, ou bien, si cette dérivation n’existe

pas, & une différence de potentiel entre les bords ac et 4d; le potentiel
g'élevera sur bd et s’abaissera sur ac.

Il est aisé d’ailleurs de ealculer, du moins approximativement, la
grandeur de cet effet. Nous représenterons de nouveau par e la charge
d’un électron, par H Pintensité du champ magnétique, et par v la
vitesse de déplacement des électrons, c. & d. la vitesse commune, dirigée
de bas en haut dans notre exemple, que les électrons possédent outre le
mouvement thermique irrégulier. Alors la force, qu’un électron subit



RESULTATS ET PROBLEMES DE LA THEORIE DES ELECTRONS. 35

par suite de existence simultanée du courant principal et du champ
magnétique, est ev H, et si les bords ac et d sont isolés, la différence
de potentiel entre ces bords, ainsi que la force électrique £ correspon-
dante, augmenteront jusqu'a ce que la force e ¥ exercée sur un électron
fasse exactement équilibre A cette action électromagnétique ev H. Nous
avons donc

E=vH,

une relation dont on comprend I'intérét, quand on remarque que la
force électrique transversale % est fournie par la mesure du courant de
Harw, de sorte que la vitesse de déplacement des électrons peut étre
calculée au moyen de la formule
V= E

Ce calcul a été effectué par M.’ BoLtzMany il y a plusieurs années
déja, immédiatement aprés que le phénomene de HarL fat découvert. Tl
conduit & ce résultat curieux que la vitesse de courant est trés faible,
méme pour des courants trés forts. Daus le cas d’un fil de cuivre, d'une
section de 1 mm.2, traversé par un courant de 1 amp., on peut I’esti-
mer & 0,005 cm. par seconde. Pour le nickel le résultat est & peu prés
0,2 cm., tandis que pour le bismuth cette vitesse atteint la valeur excep-
tionnellement élevée de 90 cm. par seconde. Vous voyez par 1a combien
est petit le changement qu’introduit une force électrique, méme assez
grande, dans le mouvement thermique désordonné, dont la vitesse peut
atteindre des milliers de métres par seconde.

Nous pouvons maintenant nous occuper de la question importante,
g'il suffit de considérer, dans la théorie des électrons appliquée aux
métaux, une seule espéce d’électrons libres. A ce propos, nous
devons remarquer en premier lieu que la théorie exige que le phéno-
meéne de HaLL soit dans un sens ou dans I'autre, suivant que I'on a
affaire & des électrons positifs ou négatifs. J’ai déja dit quel doit étre le
sens du phénoméne, quand il n’intervient que des électrons négatifs.
Dans le cas auquel se rapporte la fig. 6, et avec une direction du
champ magnétique comme nous venons de la supposer, c’est au bord
bd que le potentiel sera le plus élevé. Mais nous arrivons & la conclu-
sion inverse, quand le courant principal, indiqué par la fieche, est con-
sidéré comme un mouvement d’électrons positifs. En effet, ces électrons

3'
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se déplacent alors de haut en bas; le champ magnétique les fait donc
dévier vers la gauche, tout comme les particules négatives de tantdt,
de sorle que le potentiel s’éléve en p et s’abaisse en ¢.

Or, on a réellement constaté que I'effet de HaLL n’a pas toujours le
méme sens. Dans la disposition expérimentale que nous venons de
supposer, le potentiel s’éléve au bord &d, quand la plaque est faite
p- ex. de bismuth, d’or ou de cuivre; il s’éléve par contre au bord ac
quand on opére avec du fer ou du zinc. Cela semble prouver qu’il existe
aussi bien des électrons libres positifs que des électrons libres négatifs,
et que pour les métaux cités en premier lieu c’est le mouvement des
particules négatives, pour le fer et le zinc le mouvement des particules
positives qui détermine la direction du courant de Harr. Il va sans dire
que, dans cette maniére de voir, il n’est pas nécessaire d'aller aussi loin
que de supposer, que dans I’un des corps ce sont seulement les électrons
positifs qui se déplacent, et dans I'autre uniguement les électrons néga-
tifs. Tl est évident que, si les deux espéces de particules participent au
courant, de sorte qu’une section déterminée est traversée, dans un certain
laps de temps, par 7 particules positives dans une direction et par »’ par-
ticules négatives dans l’autre, les deux effets transversaux peuvent s’an-
nuler mutuellement pour une certaine valeur du rapport #/z', — une
valeur qui peut d’ailleurs varier d’'un métal & un autre —; dans ces
conditions le courant de HaLL aura I'une ou I'autre direction, suivant
que le rapport réellement existant est plus grand ou plus petit que cette
valeur particuliére.

La conception d’'un mouvement électrique comme un courant double

d’électrons positifs et négatifs se trouve dans

P _r les travaux de M. DrupE; il s’en sert p. ex. pour
. . liquer les écarts de la loi de WIEDEMANN et

M, {5 M, | SrPRAuer e
T 3 “ | Franz. Mais, en y regardant de plus prés, on
q rencontre des difficultés qui me paraissent d’un
Fig. 1. si grand poids, que je voudrais ticher d’expliquer

autant que possible les phénoménes, en ne fai-
sant usage que d’une seule espéce d’électrons réellement libres des
atomes métalliques.

On rencontre déji une difficulté quand on traite le simple cas, od
un courant passe d’'un métal A/, dans un autre M, (fig. 7). Soient
pq et rs des sections de part et d’autre de la surface de contact;
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si la premiére est traversée par #, électrons positifs de gauche a droite
et par x,” dlectrons négatifs de droite & gauche, et que la seconde est
traversée vers la droite par x, électrons positifs et vers la gauche par
n,’ électrons négatifs, nous devons poser

7y +7‘1’=”2+”2,:

puisque nous attribuons a tous les électrons des charges de méme
grandeur.

Nous ne pouvons pas nous attendre & ce qu’on ait séparément n, = 2,
et n," =mn,’. Or, si n; > n, il faut qu’il s’accumule 2, — =, électrons
positifs, et tout aulant (n,"—=,") d’électrons négatifs & ’endroit du
contact. Par contre, si #, <#,, des électrons positifs et négatifs seraient
enlevés, en nombres égaux, de la couche de transition. On peut donc
dire qu'il se produirait une accumulation ou une perte d’,électricité
neutre”, et cela sans cesse, aussi longtemps que dure le courant.

On peut méme dire qu’un pareil changement dans la distribution de
P’électricité neutre n’a pas besoin d'un courant électrique pour s’établir.
Les causes qui déterminent I'existence d’une différence de potentiel de
contact, que ce soient les forces moléculaires de HeLMROLTZ ou le mou-
vement thermique des électrons, devraient avoir en général la méme
conséquence. Vous n’avez qu’a vous rappeler, comme nous ’avons re-
marqué précédemment, que le passage d’une espéce déterminée d’électrons
d’un métal dans un autre ne peut prendre fin, que quand il s’est produit
une différence de potentiel d'une grandeur bien déterminée. Or, nousne
pouvons pas attendre que cette différence de potentiel, nécessaire pour
’établissement de I’équilibre, ait précisément la méme grandeur pour
les électrons positifs que pour les négatifs, du moins si nous ne vou-
lons pas entrer dans de nouvelles hypothéses, imaginées spécialement
dans ce but. Au contraire, nous devons conclure que, quand il existe
deux espéces d’électrons libres, un véritable état d'équilibre ne peut
s'établir, s'il n’y a pas d'autres facteurs qui entrent en jeu; ’état qui
se produit alors ne peut étre qualifié de stationnaire qu’en ce sens, que,
pour une valeur déterminée de la différence de potentiel, il passe tout
autant de particules positives que de particules négatives de I'un des
métaux dans 1'autre. Dans ces conditions les charges des métaux ne
sont pas changées, mais il n’en est pas de méme de la quantité d’élec-
tricité neutre contenue dans un espace déterminé.

Qu'adviendra-t-il dans ce cas, ou dans le précédent, de la quantité
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d’électricité neutre ainsi accumulée? Ou bien elle restera au méme
endroit, ou bien elle disparaitra d’une facon ou d’une autre de la partie
considérée du systéme; cela pourrait p. ex. avoir lieu de cette fagon-ci,
que chaque électron positif se combine avec un électron négatif, et que
les complexes ainsi formés reviennent, par une espéce de diffusion, vers
les endroits qui ont perdu de I’électricité neutre par suite du mouve-
ment des électrons. Je pense que vous auriez quelque difficulté i admettre
la premiére hypothése; elle conduirait a refuser a 1’électricité neutre
presque toute signification, puisque nous devrions admettre qu'une
accamulation de cette électricité, poursuivie pendant des heures et
méme des jours, ne se manifeste d’aucune maniére, et que d’autre part
la provision d’électricité neutre dans un métal est pour ainsi dire
inépuisable. Quant & la deuxi®me supposition, elle est en désaccord
avec le deuxiéme principe fondamental de la thermodynamique. Si
elle était conforme & la réalité, deux piéces métalliques en contact,
de méme température, constitueraient un systéme ol I’état serait sta-
tionnaire, et o0 se développerait pourtant continuellement de la chaleur
& 'endroit od se combinent les électrons contraires, tandis que de la
chaleur serait absorbée & I’endroit o ils se séparent.

Je dois ajoutcr que M. DrupE tranche la difficulté en admettant
entre le nombre des électrons libres positifs et celui des électrons libres
négatifs, dans deux métaux, une relation telle que /a méme différence
de potentiel suffit & arréter le transport des particules positives aussi’
bien que des négatives '°). .

11 est vrai que la difficulté est ainsi levée pour ce cas-13, mais elle
reparait malheureusement, et ne se laisse plus surmonter aussi aisément,
quand on considére de prés ce qui se passe dans les parties homo-
génes du circuit thermo-électrique, ol la température change d'un
point 3 un autre.

Ces remarques suffiront pour vous faire comprendre dans quelles
complications nous nous aventurons, quand nous voulons admettre
Pexistence de courants doubles. Remarquons aussi que le fait que, dans
tous les cas ol 1'on a affaire, sans aucun doute, a des électrons positifs,
comme dans le cas des rayons de GOLDSTEIN ou des rayons 2, la masse
des électrons est du méme ordre de grandeur que les atomes chimiques,
est peu favorable & une pareille conception. On s'accorderait bien avec
cette grande masse des électrons positifs, si 'on admettait que les char-
ges positives sont invariablement liées aux atomes métalliques, et que
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ce sont les charges négatives seules qui opérent le passage d’électricité
d’un endroit & un autre, en traversant librement les espaces intermo-
léculaires.

Au point ol nous en sommes, un examen théorique approfondi du
phénomeéne de HavLr pourra seul apporter une décision. Dans cette étude
on ne devra pas oublier, que méme les €lectrons qui ne se séparent pas
des atomes peuvent posséder dans ceux-ci une certaine mobilité, que
ces mouvements internes peuvent également étre modifiés par la force
magnétique extérieure, et que cette circonstance peut avoir une in-
fluence sur le mouvement des particules libres. Il ne me parait pas
impossible que de cette maniére on réussisse, en fin de compte, a
expliquer le phénoméne de Harr dans le fer, sans devoir faire inter-
venir des électrons positifs libres. Si cette attente était décue, il ne
resterait plus alors qu’a considérer aussi comment se comporte 1’élec-
tricité neutre.

Bien que le temps presse, je ne puis m’empécher pourtant de vous
dire, avant de finir, quelque chose encore des propriétés optiques des
métaux. Suivant la théorie électro-magnétique, elles sont intimement
lides aux propriétés électriques. C’était méme une des premiéres con-
clusions de MAXwELL, queé les hons conducteurs doivent étre peu trans-
parents. Cependant la relation, prédite par la théorie, entre le pouvoir
absorbant et la conductibilité, est longtemps restée sans confirmation
expérimentale; ce n’est que dans ces derniers tenps, que MM. HxeEn
et BUBENs ont réussi & prouver que, pour des rayons calorifiques de
grande longueur d’onde, le pouvoir absorbant d’un métal, et le pouvoir
émissif qui y correspond, peuvent étre déduits de la conductibilité,
en valeur absolue, d’une maniére trés satisfaisante.

Ce résultat important, qui en lui-méme est indépendant de la théorie
des électrons, nous fait prévoir que pour les métaux dont la conducti-
bilité peut-étre calculée d’aprés la théorie de DrupE, des considérations
analogues suffiront & expliquer I'absorption et I'’émission de rayons lu-
mineux, ou plutdt de rayons calorifiques.

Voild pourquoi j’ai calculé les pouvoirs absorbant et émissif d*un
métal, en considérant, pour simplifier, une plaque mince et des rayons
qui lui sont perpendiculaires; je me conformne d'ailleurs tout & fait aux
idées de M. Drupk. On obtient aisément une expression pour 1’absorp-
tion, quand on se sert des équations de la théorie de MaxwELL, et que
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Pon substitue, pour la conductibilité. la valeur (8) que nous avons
trouvée !'). Voici le résultat :

e
— 7 2 .
A=To Neula;

c est la vitesse de propagation de la lumiére et A représente I'épaisseur
de la plaque; les autres grandeurs n’ont plus besoin d’explication. La
formule nous fait connaitre quelle fraction de I’énergie rayonnante, qui
vient frapper la plaque, est absorbée dans le métal.
Quant 2 ce qui concerne 1’émission, j’ai songé qu’un électron qui se
meut avec une vitesse constante n’est pas une
' source de radiations. Un rayonnement ne se pro-
7] duit que lorsque la vitesse change, c. & d., dans
nos idées, au moment du choc contre les atomnes
métalliques. On peut calculer ce rayonnement, et
faire usage du théoréme de Fourrer pour le
décomposer suivant les longueurs d’onde; ce qui
nous intéresse uniquement, c’est la portion du
rayonnement total qui correspond aux grandes
0 longueurs d’onde. )
— Je vais vous communiquer maintenant le ré-
Fig. 8. sultat. Je considére une petite portion « de la
face antérieure de la plaque (fig. 8), et, en un point
P de la normale, situé & une grande distance r de la plaque, je prends
un élément de surface &', paralltle & cette derniére. Pour la quantité
d’énergie rayonnante, émise par @ par unité de temps et traversant ',
on peut éerire, pour autant qu'elle se rapporte & des longueurs d’onde
comprises entre A et A -+ da,

=l

ol le facteur § doit étre considéré comme la mesure du pouvoir émissif
de la plaque. Pour ce pouvoir j’ai trouvé 'expression

47t

§= 324

NetulA.

Il résulte de cette expression, et de celle qui a été trouvée pour le
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pouvoir absorbant, que le rapport :—: est indépendant de I’épaisseur A

de la plaque, ainsi que de toutes les grandeurs par lesquelles les métaux
se distinguent les uns des autres. En effet, on a

§ 4dcal
178 (1)

un résultat qui est d’accord avec la célébre loi de Kircrnorr, d'aprés
laquelle le rapport entre les pouvoirs émissif et absorbant a la méme
valear pour tous les corps, et est une fonction universelle de la tempé-
rature et de la longueur d’onde. Cette fonction se trouve en méme temps
déterminée au moyen de la théorie des électrons, il est vrai dans le seul
cas de trés grandes longueurs d’onde.

Ce serait bien beau, si nous pouvions étendre cette théorie & de petites
longueurs d'onde. Malheureusement, je n'y ai pas réussi jusqu'ici. La
théorie thermodynamique du rayonnement montre, que la longueur
d’onde, pour laquelle le rapport entre Set .{ est maximum, est inverse-
ment proportionnelle & la température absolue. Déduire cette loi, la
loi de déplacement de WiEN, comme on I’appelle, de la théorie des
électrons, et trouver de quelle fagon le produit constant de cette lon-
gueur d’onde et de la température est lié aux propriétés des électrons,
une relation a laquelle on peut s’attendre, puisqu’il s’agit ici encore une
fois d’une constante universelle, voila des problémes encore insolubles,
pour le moment. On rencontre méme des difficultés quand on veut se
rendre compte de la raison pour laquelle I’échauffement d’un corps fait
augmenter la proportion des petites longueurs d’onde dans son rayonne-
ment, c. & d. quand on cherche & expliquer le simple fait que les corps
deviennent lumineux quand on éléve leur température.

Je ne dois pas passer sous silence que M. PLaNCK, dans sa théorie
électromagnétique dn rayonnement, est parvenu beaucoup plus loin que
la théorie des électrons n’a permis de le faire jusqu’ici; il a réellement
trouvé pour le rapport % une équation générale, s’appliquant & toutes
les longueurs d'onde ¢t toutes les températures. Notre expression, pour
des ondes de trés grande longueur, s’accorde heureusement avec celle
de ce physicien.

M. PLa~ck a tiré de sa formule des conclusions trés remarquables,
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que nous pouvons d’ailleurs déduire de la formule (11), de sorte qu'il
n’est pas nécessaire de quitter la théorie des électrons. En effet, la gran-
deur % détermine 1’émission d’un corps absolument noir; cela résulte
directement du fait que pour un tel corps le pouvoir absorbant 4 =1.
Or, on a étudié expérimentalement le rayonnement d’un corps noir, tant
au point de vue de Pintensité totale que de la répartition de cette inten-
sité entre les diverses longueurs d’onde.

Grice aux travaux de MM. Lumyer et PriNesHEM et de M. Kuke-

cxT

)\4'

BAUM, on peut indiquer la valeur absolue de pour différentes lon-

gueurs d’onde et diverses températures; on en peut tirer la valeur de
aT pour chaque température. Nous connaissons ainsi I'énergie cinétique
moyenne du mouvement progressif d’une seule molécule gazeuse. Divi-
sant par la valeur trouvée I'energie cinétique totale d’'un gaz, qu'on
peut déduire de sa pression, on obtient le nombre des molécules ga-
zeuses. Puis, comme on peut déterminer la masse totale du gaz, on
en peut déduire la masse d’une molécule), p. ex. d’hydrogéne. La moitié
de ce nombre est la masse d’un atome d’hydrogéne. Divisant ensuite
par l'équivalent électrochimique de I’hydrogéne, nous trouvons la
charge d’un ion d’hydrogene, c. & d. la grandeur de notre quantité élé-
mentaire d'électricité. Enfin, en combinant ce résultat avec la valeur

de i pour un électron négatif, on obtient la valeur de =, ce qui permet

de déduire de I'équation (7) le rayon d’un électron.

J’ai réuni dans le tableau IV les nombres ainsi obtenus; bien qu'il
soit possible qu’ils doivent subir quelque modification, lorsque quelques
points de la théorie auront été traités d’une maniére plus précise, au
point de vue de I'ordre de grandeur on peut avoir pleine confiance dans
les résultats. Pour le calcul des deux derniers nombres, je me suis servi

de la valeur de 7% , telle qu’on la dédnit de I’étude des rayons 3, dans

le cas de petites vitesses '2).

Ce sera sans doute une satisfaction pour les électro-techniciens, que
d’'apprendre qu’on a pu déterminer maintenant la plus petite quantité
d’électricité d laquelle on ait jamais affaire. Elle est en nombre rond
10— coulombs.
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' Tableau 1IV.

= -16_%T8
16 X 10710 58

Nowbre de molécules dans un gaz par
cm.® 2 0° et sous pression atmosphérique 3,5 X 10%?

Masse d'un atome d’hydrogene 1,3 X 10—2 grammes.
Quantité élémentaire d’€lectricité 1,8 X 10— unités C. G. S.

électromagnétiques.
Masse d’un électron négatif 7.4 X 10— grammes.
Rayou d’un électron négatif 1,5 X 1013 e¢m.

Arrivé 3 la fin de ma couférence je crains fort de n’avoir pas ré-
pondu & votre attente, n'ayant rien dit des propriétés magnéthues des
métaux, qui sont cependant pour vous de la plus haute importance.
La raison en est que I’explication des phénomeénes compliqués du mag-
nétisme est encore pleine de difficuités. On peut se figurer qu'un aimant
contient des électrons animés d'un mouvement de rotation ou circulaire;
M. Voier, et tout derniérement M. LaNGEVIN, ont obtenu des résultats
trés intéressants par 1'étude mathématique de ces mouyements. D’autre
part, les considérations de M. pu Bois. hien qu’elles ne soient pas du
domaine de la théorie des électrons, pourront cependant lui étre trés
utiles. Mais, en attendant, je ne saurais vous présenter sur ce sujet des
résultats aussi simples que ceux que j'ai en 'honneur de vousdévelopper.

Daillears, il est plus que temps que je termine. Je le fais en vous
remerciant de tout cceur pour I'attention que vous m’avez prétée.

REMARQUES ET NOTES EXPLICATIVES.

1) Un examen des effets électriques qui se produisent dans un corps
diélectrique, mis en mouvement dans un champ magnétique, a égale-
ment prouvé que I’éther n’est pas entrainé par le déplacement de la
matiére pondérable. On doit & M. H. A. Wruson des expériences de ce
genre, dans lesquelles un cylindre creux en ébouite, recouvert de
couches métalliques & I'intérieur et & I'extérieur, tournait rapidement
autour de son axe, dans un champ paralléle & cette ligne. En traversant
les lignes de force, les éléments de volume de 1'ébonite deviennent le
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siege d’une force électrique, qui donne lieu & une différence de poten-
tiel entre les armatures. Or, 'effet observé était proportionnel, non
2 la constante diélectrique ¢ toute entiére, comme cela devrait étre
si tout ce qui se trouve entre les armatures participait a la rota-
tion, mais & e—1, son excés sur l'unité, c.d d. sur la constante
diélectrique de 1’éther. Cela prouve bien que I'éther n’est pas mis en
mouvement.

Dans des expériences antérieures, M. BronprLoT avait déjd montré
qu'un courant d’air, lancé & travers un champ magnétique, ne donne
lieu & aucun effet ¢lectrique appréciable. Cela tient & ce que, pour I'air,
la constante diélectrique ¢ est trés voisine de I'unité.

2) Ce sont les rayons y qui font exception. Ils consistent trés pro-
bablement, comme les rayons de RoNTGEN, en des perturbations brus-
ques et de courte durée de I’équilibre électromagnétique, qui se propa-
gent dans I'éther.

3) Dans mes articles sur la théorie de MAXWELL et la théorie des
électrons, parus derniérement dans !’,,Encyclopidie der mathematischen
Wissenschaften”, j'ai introduit, en suivant I'exemple de Herrz et Hea-
VISIDE, de nouvelles unités, qui présentent certains avantages dans les
développements théoriques. Mais, dans cette conférence, j’ai cru bien
faire en conservant les unités qui sont d’usage universel.

4) J’ai en vue ici l'influence que la matiére pondérable exerce sur la
vitesse de propagation de rayons lumineux de couleurs différentes, une
influence dont la grandeur détermine les valeurs des indices de réfrac-
tion, et que l'on explique en admettant que les électrons sont mis en
vibration par les ondes lumineuses.

Pour simplifier, nous nous bornerons a considérer le cas d’un gaz,
dont la densité est tellement faible qu’il est permis de négliger I'action
mutuelle des molécules; nous admettrons que chaque molécule contient
un seul électron mobile, de charge e et de masse m. Cette particule a
une certaine position d’équilibre, vers laquelle elle est ramenée, du
moment qu'elle en est écartée & une distance r, par une force propor-
tionnelle & cet écart. Cette force peut-étre représentée par 4r, ol £ est
une constante qui dépend de la nature de la molécule.

Ainsi que nous le reconnaitrons tantot, dans les cas que nous consi-
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dérerons, il est permis de poser que le déplacement 7 est proportionnel
2 la force- électrique Z, & laquelle la molécule est soumise. Or, si
r = s I, et si I'on représente par N le nombre des molécules par unité
de volume, la théorie €lectromagnétique de la lumiére donne la formule
suivante pour I’indice de réfraction :

v=V1+ kseN,

oli £ est nune constante qui dépend du choix des unités. Si I’on se sert
des unités électromagnétiques ordinaires, et que Ion représente par ¢
la vitesse de la lumiére dans I'éther, on a /2 = 4.7 ¢%.

Comme dans le cas d’un gaz I'indice de réfraction est peu différent
de 'unité, on peut encore écrire

v=1 -I—%ﬁaeN.

Pour détermiuer s, nous considérerons un faisceau de rayons lumineux
polarisés en ligne droite, avec un nombre de vibrations déterminé. En
chaque point d’un pareil faisceau il y a une force électrique %, dont
Pintensité varie périodiquement et qui est constamnent dirigée snivant
la méme droite; mettons que sa grandeur est

E=uacosnt,

ol z représente la fréquence des vibrations. La force qui agit ainsi sur
Pélectron a la grandeur aecosnt et, pour déterminer le déplacement r
que Pélectron subit, sous son influence, suivant la droite en question,
on a I’équation différentielle

r
mon = aecosnt — kr;
le dernier terme provient de la force qui agit vers la position d’équili-
bre. Cette équation montre que 1’électron peut exécuter, sous 'influence
de la force électrique #, un mouvement vibratoire dont la fréquence
est z; en effet, on satisfait & ’équation en posant

ae
r=s———"cosnt,
mn

F—

ou bien, si I'on pose

k

2
= ny",

m
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r=_ et —d) s nt.
On voit par 1a que Iécart 7 de I’électron est bien proportionnel & la force
électrique E et que le coefficient s est égal a

e
="
m (ny2 — n?)

Enfin on trouve pour l'indice de réfraction

kNe?
v=1+ 2m(ny2—n?)’

La constante %, signifie la fréquence des vibrations propres, que
’électron effectuerait sous I'action de la force £r seule. Nous supposerons
que cette fréquence correspond & un endroit du spectre, situé bien loin
dans I'ultra-violet. Alors on a pour la partie visible du spectre » < #,
et v > 1; Vindice augmente avec =, ce qui explique la dispersion telle
qu’on I'observe en réalité.

En mesurant v pour diverses valeurs de #, on peut maimtenant cal-

; Net . . .
culer les constantes #, et —, puisque % aussi est connu. Si I’on se sert
m

d’ailleurs de la valeur de i, telle qu’elle est fournie p. ex. par les obser-

vations de l'effet ZEEMAN, on peut aussi trouver Ne. D’autre part, il y
a moyen de trouver la quantité d’électricité Ne qu'il faudrait, pour
donner & chaque molécule du gaz contenu dans I'unité de volume une
charge e égale & celle d’un ion électrolytique monovalent. On peut done

calculer le rapport :—.
Du reste, les circonstances se compliquent beaucoup quand I’électron

peut effectuer plus d’une vibration propre.

| 5) Si I'on représente par 3 le rapport de la vitesse de I'électron a
celle de la lumiére dans 1'éther, ces formules sont

)

2
i [ 28 — log nat

=~ Eplig

my
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1+ 8
1—pJ’

ou bien, quand on développe suivant les puissances croissantes de {3,

my = 4R33[ 2B+(l+ﬁz)lognat

m,=j—:<§-+§ﬁz+gﬁ4+ ..... )

o= [OD+GHDR+ G4 Do)

6) Les forces proportionnelles aux accélérations ne sont pas les seules
actions que 1’éther exerce sur un électron en mouvement. 1l y a encore
une autre force en jeu, pour les composantes de laquelle la théorie four-

nit les valeurs

3

t H

3

13

&.
1
&:

4
c

__1
ae®

ol
|/

&.
[Vl 4]

Wl o
COIIO

o2
4

&

Dans ces expressions, qui sont vraies pour toute distribution de la
charge, z, y, z signifient les coordonnées du centre, et ¢ est de nouveau
la vitesse de la lumieére.

Si I'on applique ce résultat & un électron qui effectue, dans la direc-
tion de I’axe des #, des vibrations simples suivant 1’équation

& =acosnt,

la nouvelle force a la direction de ’axe des z et la valeur
2e2d’z 2 nleldr

Scdt“ S ¢ dt’

Elle est donc opposée au mouvement, de sorte qu’on peut la consi-
dérer comme une résistance, par suite de laquelle les vibrations seraient
amorties, si elles n’étaient pas entretenues par une autre force. Cette
résistance est intimement liée & la perte d’énergie qu’ éprouve une par-
ticule qui émet des radiations.

Pour entretenir les vibrations, il faut une force égale a la résistance
et opposée a elle:

2 ntet dz
8 ¢ dt

Pendant un élément de temps d¢, cette force effectue le travail
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sin?at.dt,

gzr?_ez(d:f 2 f_2n4ezaz
3 e \dt T8

d’'od I'on déduit par intégration le travail pendant une période
w 27 ’
entiere - —:
n

Cela correspond réellement & la valeur que 1'on a trouvée pour la
quantité ’énergie émise pendant une vibration compléte.

7) Dans les théories électromagnétiques modernes, 1'éther est supposé
en repos; nous devons admettre qu’il n'est pas entrainé par le mouve-
ment de la terre, de sorte qu’il doit exister, dans toutes nos expériences,
un mouvement relatif del’éther par rapporta nos appareils. Si nousfaisons
abstraction de la rotation de la terre, dont la vilesse est beaucoup plus
faible, nous pouvons dire que la vitesse » de ce mouvement relatif est
égale et de sens contraire a la vitesse de translation, dont la terre est,
animée en vertu de son mouvement annuel autour du soleil. Elle atteint
donc, en nombre rond, 30 000 m. par seconde, c.ad. 1a 10 000¢ partie
de la vitesse ¢ de la lumiére.

On peut se demander maintenant si ce mouvement de 1'éther par rapport
& nos appareils a une influence appréciable. Pour apprendre ce qui en est,
de nombreuses recherches ont été entreprises depuis FRESNEL; mais toutes
les expériences que I’on a faites avec des corps en repos par rapport a la
terre ont conduit & un résultat négatif.- Non seulement les observations

dans lesquelles aurait dd se faire sentir une influence d’ordre — sur des
¢
phénomeénes électriques ou optiques, mais méme celles o ’ordre de.
2
u

grandeur de cette influence aurait dd étre —, ont donné le méme résul-
¢

tat que si I'éther élait en repos par rapport a la terre, c. & d. se mouvait
avec elle.
Tl n'y a aucune difficulté & rendre compte de ce résultat négatif,

. . u
aussi longtemps qu'on se borne & considérer des grandeurs dordre —;
e

les difficultés ne se présentent que quand on tient compte des grandeurs
d’ordre plus élevé. Or, en w’efforcant de développer la théorie, de
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maniére a rendre les phénomenes électriques et optiques complétement
indépendants de la translation, quelle qu’en soit la vitesse, je me suis vu
obligé d’introduire I'hypothése des électrons déformables. Ainsi que M.
Conn I’a démontré, les équations que 1'on obtient alors pour le champ
électromagnétique s’accordent avec celles auxquelles il est arrivé lui-
méme d’une tout autre maniére. Pourtant, au point de vue de la signi-
fication des équations, sa théoric et la mienne sont fort différentes.

Le changement de forme que subit, d’aprés mes formules, un électron
primitivement sphérique, lorsqu'il se déplace avec une vitesse v, consiste
en ceci, que les dimensions perpendiculaires & la translation ne sont pas
modifiées, mais que celles paralléles & la translation sont rédunites dans le

rapport 1:V1—g%, od B a la va]eurg (rem. 5). Je trouve pour les

masses électromagnétiques longitudinale et transversale:
2 et -2 2 e? -!
m=p 50—, =20 gy

Je suppose ici, qu'a I'état de repos la charge e est distribuée unifor-
mément sur toute la surface de I’électron sphérique. R signifie le rayon
de la particule en repos.

Remarquons encore que, dans cette théorie, nous admettons que la
vitesse d’un électron ne peut jamais dépasser celle de la lumiére.

Si nous calculons, avec la valeur ainsi trouvée pour ,, le travail
nécessaire pour donner & I'électron la vitesse v, et que I'on compare ce
travail avec 1'énergie électromagnétique qui correspond a cette vitesse,
on trouve que I’électron déformé contient une certaine quantité d'éner-
gie interne en moins que dans I’état initial. La diminution est

2 2
2 o —a—@yd.

Cette derniére remarque a été faite par M. ABranam. Elle prouve
combien I'hypothése des électrons déformables a encore besoin d’étre
confirmée et solidement établie.

Dans le texte j’ai déja fait la remarque (décembre 1906) que les der-
niéres mesures de M. KAurMANN ne sont pas favorables & mon hypo-
thése. Cette tentative, pour déduire de la théorie des €lectrons 1'indé-
pendance compléte des phénomeénes d’une vitesse de translation, n'a
donc pas eu de succes.

ARCHIVES NEERLANDATSES, SERIE II, TOME XI. 4
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8) Cette hypothése est nécessaire pour les raisons suivantes. Sila
mobilité des électrons libres était sensiblement diminuée par les choes
mutuels de ces particules, cela aurait une influence sur la conductibilité
calorifique, ainsi qu'on peut s’en assurer par ’exemple de la théorie
cindtique des gaz, mais non sur la conductibilité lectrique. Cette der-
niére consiste en effet en un mouvement commun de tous les électrons,
sous l'influence d’une force qui s’exerce sur tous; et dans un pareil
mouvement il ne saurait résulter une résistance des chocs mutuels. Or,
une influence qui se ferait sentir dans I'un des deux phénoménes, mais
non dans P’autre, troublerait le rapport constant entre les deux conduec-
tibilitds, et c’est précisément la constance de ce rapport que nous vou-
lons expliquer.

9) Pour la force électromotrice qui agit dans un circuit thermo-
électrique, dont les soudures sont maintenues aux temperatures 7" et
7", je trouve ’expression

-

2a N,
V= 321. log nat N: ar,
-
od N, et N, se rapportent aux deux métaux. Si cette expression est
positive, le courant thermoclectrique a lieu, au point de contact ou la
température est 7", du premier métal vers le second.

Pour un petit intervalle de température, on a approximativement

Qa

3, (1" —1") log nat My

I N’

et par conséquent
Te= 2—(04 1"—a1")log nat Xy,
3 N’
cette formule exprime la régle citée dans le texte, puisque [e est le
travail effectué par la force électromotrice, dans le cas ou wn seul élec-
tron parcourt tout le circuit.

Si Pon suppose que les électrons libres ont une charge négative, la
situation extréme du bismuth & I'un des bouts de la série thermoélec-
trique résulterait de ce que dans ce métal le nombre des électrons
libres est plus petit que dans tout autre. De la valeur observée pour Z,

. a .
mise en rapport avec la valeur trouvée pour —, on déduit que pour
e
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Pantimoine ce nombre serait & peu prés 4 fois plus grand que pour
le bismuth.

10) L'hypothése consiste en ceci, qu'a une température déterminée le
produit des nombres des électrons libres positifs et des électrons libres
négatifs, par unité de volume, est le méme pour tous les métaux.

11) Je ne m’occuperai pas ici de savoir jusqu'a quel point les résultats
sont modifiés, quand on emploie la formule que j’ai trouvée moi-méme
pour la conductibilité; les calculs - pourraient d’ailleurs étre effectués
avec plus de précision d d’autres points de vue encore. Mais cela
n’aurait aucune influence sur I'ordre de grandeur de absorption et de
I’émission.

12) Il importe de connaitre la valeur de 22, pour discuter la question
de savoir quelles sont les plus grandes différences de marche pourlesquel-
les il serait encore possible d'observer une interférence des rayons lumi-
neux. On voit facilement que I'amortissement des vibrations du point
lumineux met un terme 2 la visibilité des franges d'interférence, et on
peut prouver que, quand la source lumineuse est un électron vibrant,
le degré de I'amortissement dépend de sa dimension.

En effet, soient # la fréquence des vibrations, $ la durée d’uue vibra-
tion, A la longueur d’onde, & la différence de phase, exprimée en lon-
gueurs d’onde, avec laquelle deux rayons interférent, enfin ¢ la base des
logarithmes naturels. Tl est clair que les franges d'interférence doivent
devenir diffuses, dés que les deux vibrations concourantes ont des inten-
sités trés différentes, et tel doit étre le cas quand, dans le temps qui
s'est écoulé entre les instants auxquels elles ont été émises par le point
lumineux, 'amplitude de ce dernier a notablement diminué. Nous dé-
terminerons la limite cherchée en cherchant la valeur de &V, pour la-
quelle 'amplitude a diminué, dans le temps N3, dans le rapport de 13

1 . . - -
—; il va sans dire que c’est 13 une détermination un peu arbitraire.
& .

L’équation du mouvement de I’électron vibrant est (voir rem. 4 et 6)

A 2 et dx
maE =R T T

Si nous considérons le dernier terme comme trés petit par rapport aux
deux autres, nous pouvons satisfaire & 1'équation par la valeur
4%
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_ant
z=as 3 cos(nt+b),
k . ,
ol a et & sont des constantes et » = —. La condition nommée
m

tantdt, qui nous servira & la détermination du nombre des longueurs
d’onde, conduit maintenant & 1’équation

2.2

Y Ny =2;

Sem .
. 2 ¢2 . _27r _ .
si I'on pose m=35 et que I'on songe queu——&—etcﬁ—)\,ll
résulte de la

A
V=zw

ce qui prend une valeur d’environ 40 millions, quand on substitue
pour A la longueur d’onde de la lumiére jaune.

MM. Lumumer et GEHRCKE ont encore observé une interférence pour
une différence de phase de plus de deux millions de longueurs d’onde.

Ajoutons qu'il y a d’autres raisons pour lesquelles les franges doivent
disparaitre plus tot. Une d’entr’elles. sur laquelle M. MicHELSON a attiré
’attention, provient de ce que les molécules d’un gaz lumineux vont et
viennent dans toutes les directions; en vertu du principe de DoppLER,
elles émettent donc des rayons qui n’ont pas tous exactement la méme
fréquence. La lumiére sera d’autant moins homogene, et 'interférence
deviendra d’autant plus rapidement insensible par une augmentation de
la’ différence de marche, que la vitesse du mouvement des molécules
gazeuses sera plus grande. Or, un effet égal a celui qui est dd & Pamor-
tissement des vibrations pourrait déja étre produit par une vitesse mo-
léculaire beaucoup plus petite que celle qui existe réellement dans les
gaz lumineux.



CRISTAUX MIXTES DANS DES SYSTEMES TERNAIRES
PAR

F. A, H. SCHREINEMAKERS.

INTRODUCTION.

11 y a quelques années '), M. H. W. Baknurs RoozeBoou a exposé
une théorie, permettant de se faire une idée générale des états d’équi-
libre, qui s'établissent entre des cristaux mixtes et leur fonte, ainsi que
de leurs transformations. M. J. J. van Laar 2) a fait derniérement une
étude thermodynamique plus détaillée de ce probléme.

Cest en 1891 déjd que M. Bakruis RoozeBoou ) publia son tra-
vail fondamental sur les équilibres entre cristaux binaires et leurs solu-
tions aqueuses; il fut suivi plus tard par ceux de MM. H. H. R. Horr-
MANN 4), G. Brunt %), G. Bruni et W. MeYERHOFFER ®), et d’autres
encore. Mais on n’a pas encore donné jusqu’ici une théorie générale
des équilibres entre des cristaux binaires ou ternaires et des fontes
ternaires.

Dans un de mes travaux antérieurs sur la tension de vapeur de
mélanges ternaires, j’ai dit que I’on pourrait déduire les phénoménes
d’équilibre entre des cristaux mixtes et leurs fontes ternaires, d’une
maniére analogue & celle dont j'ai étudié alors les autres équilibres.

Je me propose mainienant de faire I'étude de ces équilibres, et on y
reconnaitra souvent I’analogie la plus parfaite entre les systémes liquide-

) Ces Archives, (2), 3, 414, 1900.

*) Archives Teyler, (2), 8, 1904.

*) Ces Archives, 24, 137, 1892,

*) Zeitschr. f. physik. Chem., 40, 562, 1902.

*) Rendic. d. R. Accad. dei Lincei, (3), 9, II, 234,
*) Ibidem, (5), 11, II, 185,



54 F. A. H. SCHREINEMAKERS.

cristaux mixtes et les systémes liquide-vapeur, parfois avec deux couches
liquides, que j’ai examinés antérieurement *).

Bien que je parle dans la suite surtout de cristaux mixtes, toutes les
déductions s’appliquent tout aussi bien aux solutions solides amorphes
qu’aux cristallines, et en général & toutes les substances, dont la com-
position change avec celle de la solution avec laquelle elles sont en
équilibre.

Supposons que nous ayons construit la surface J, au-dessus du triangle
dans lequel nous représentons les phases solides et liquides. Cette surface
{ peut se composer de diverses nappes. On a d’abord la surface qui
fait connaitre les valeurs de la fonction ¢ pour les liquides; nous la
nommerons la surface des liquides ou le manteau liquide.

Quand 1l se présente des cristaux mixtes ternaires, on a évidemment -
un second manteau, qui donne les valeurs de la fonction ¢ pour les
cristaux mixtes, et que nous nommerons la surface des cristaux mixtes
ou le manteau des cristaux mixtes.

Dans toutes les considérations suivantes je supposerai que la pression
reste constante.

Jappellerai 4, B et C les trois composantes. Si ’on voulait baser
une subdivision sur les systémes binaires, on pourrait distinguer quatre
types principaux.

Type principal I. Deux des composantes, p. ex. A et B, forment des
cristaux mixtes; 4 et C ou B et C v’en forment pas.

Type principal [1. 11 existe des cristaux mixtes dans deux des systémes
binaires, p. ex. dans A—B et 4—C, mais non dans B—C.

Type principal I11. 11y a des cristaux mixtes dans chacun des trois
systémes binaires.

Type principal IV, Il 0’y a pas de cristaux mixtes dans les systémes
binaires.

Dans le cas du type principal I, la surface { des cristaux mixtes se
réduit & une courbe, entiérement située dans le plan limite .45. Quand
il existe des cristaux mixtes en toutes proportions, cette courbe  est

"convexe vers le bas en tous ses points; quand il existe une lacune dans

') Ces Archives, (2), 1, 411, 1898; (2), 2, 21, 1898; (2), 2, 144, 1899;
(2), 4, 346, 1901; (2), 7, 99, 1902.
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la série des cristaux mixtes, la courbe ¢ est concave sur une certaine
étendue.

Pour ce qui regarde la forme du manteau liquide, il est convexe vers
le bas en tous ses points, aussi longtemps que tous les liquides restent
homogénes; quand il se présente une séparation en deux ou trois cou-
ches, il y existe un pli, ainsi que je 1'ai déjd montré dans mes travaux
antérieurs.

Soient #,, D’entropie d’un cristal mixte et # celle du liquide auquel
ce cristal mixte peut donner naissance. Si J,, et J; représentent les
valeurs de la fonction & pour les deux phases, on a

3:,,, a:l

ap — m Eb S =—w

On voit par i que le manteau liquide s’abaisse quand la température
s'éléve, et 1l en est de méme du manteau ou de la courbe des cristaux
mixtes. Si nous admettons que la fusion isothermique réversible est
accompagnée d'une absorption de chaleur, s => y,,, ce qui fait que, par
élévation de la température, chaque point du manteau liquide s’abaisse
plus rapidement que le point correspondant du manteau des cristaux
mixtes.

I faut ainsi qu’en élevant la température on atteigne une température
o le manteau liquide est situé tout entier au-dessous de I'autre; tout
est liquéfié alors; et inversement, en abaissant la température on devra
atteindre un point ou le manteau des cristaux mixtes est tout entier
au-dessous de l’autre, et alors tous les mélanges sont solidifiés.

Il est évident qu’entre ces deux cas extrémes il y a des positions
intermédiaires, ou les deux manteaux, ou bien le manteau ct la courbe,
s’entrecoupent. De tous les mélanges imaginables, une partie sera alors
liquide et une autre solide. Dans la suite, nous considérerons de plus
prés ces équilibres et les phénomenes de solidification qui en résultent.
Considérons d'abord le type principal I, c.ad. le cas ot il n’y a de
cristaux mixtes que dans un seul des trois systtmes binaires. Si nous
faisons attention & la nature des cristaux mixtes, il peut encore se pré-
senter divers cas, ct nous admettrons & ce propos la méme classification
que celle que M. Baknuis RoozeBooy a établie dans son travail ') sur

') Ces Archives, (2), 3 414, 1900,



56 E. A. H. SCHREINEMAKERS.

les points de solidification des cristaux mixtes de deux substances. Nous
subdiviserons donc comme suit:

Type principal I. 11 ne se forme de cristaux mixtes que dans un seul
des trois systémes binaires possibles. Suivant la nature des cristaux
mixtes ainsi formés, on peut distinguer les six types suivants:

Cristaux mixrles isomorples.

Les fontes se solidifient en formant une série continue de cristaux
mixtes de méme espéce.

Type 1. Les points de solidification de tous les mélanges sont com-
pris entre ceux des deux composantes.

Type 2. La courbe de solidification continue présente un maximum.

Type 8. La courbe de solidification continue présente un minimum.

Les fontes se solidifient en une série discontinue de cristaux mixtes
de méme espéce.

Type 4. La courbe de solidification présente un point de trans-
formation. '

T'ype 5. La courbe de solidification présente un point eutectique.

Cristaur mixtes 1sodimorphes.

Type 6. Les fontes se solidifient en deux espéces de cristaux.

Tyre princrear I.
A. Les isothermes.

Types 1, 2 et 3. Nous admettons done que deux seulement des com-
posantes, savoir 4 et J#, forment des cristaux mixtes, de sorte qu'il ne
se présente qu’une seule série ininterrompue de cristaux mixtes binaires,
ne contenant que A4 et B. Dans ce cas, le manteau des cristaux mixtes
se réduit & une courbe, située dans le plan limite 4 5. Dans la suite,
Jj'indiquerai cette courbe par { (4, B). Ainsi que nous le verrons plus
tard, la troisitme composante C se présente encore comme phase solide
dans ces équilibres; le point qui fait connaitre la valeur de la fonction
< pour cette composante solide, je le représenterai par & (C).

Le plan limite .4.B contient deux courbes que nous avons & cousidérer.
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La premiére est la courbe $ (4B) des cristaux mixtes, dont nous avons
déjd parlé; autre est la courbe suivant laquelle le manteau liquide
touche le plan limite; je I'appellerai la courbe limite 4.5.

A partir du point {(C) on peut, en général, décrire deux cones dont
le sommet est situé au point { (C). L’un des deux s’obtient en menant
du point ¢ (C) un céne tangent au manteau liquide; je I'appellerai
C(C L); I'autre a pour directrice la courbe { (4 B) des cristaux mixtes;
je I'appellerai C(C. AB).

Bien souvent nous aurons & nous occuper d’une troisiéme surface
réglée, qui est engendrée de la fagon suivante. Par un point quel-
conque de la courbe {(A4B) nous menons une tangente i cette
courbe, et par cette tangente un plan qui touche le manteau liquide;
nous faisons rouler maintenant ce plan de maniére & lui laisser tou-
cher d’une part le manteau liquide, et couper d’autre part le plan

A"
B
A!
A
Fig. 1.

AB suivant une tangente & la courbe { (4 B); nous obtenons comme
enyeloppe de tous ces plans une surface réglée, que j’appellerai dans la
suite R (L.AB).

Admettons que le cone C.AB soit situé tout entier au-dessus du
manteau liquide; cette circonstance se réalise toujours quand la tempé-
rature est suffisamment basse. Alors ce cine est aussi plus bas que le
cone C.L et que la sarface réglée L. AB; ce qui fait que les états
d’équilibre les plus stables, & la température considérée, sont précisé-
ment ceux qui sont donnés par le cone C. 4B.

La fig. 1 donne une projection de ce cone, notamment les projections
de quelques génératrices partant toutes de C. On reconnait aisément que
chaque point du triangle représente un mélange de deux substances
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solides; 1'une d’clles est toujours la composante solide C, I'autre un
mélange binaire (4 8). A la températare & laquelle se rapporte la fig. 1,
une fonte de composition r se solidifiera donc en un conglomérat de ¢’
solide et de cristaux mixtes de composition 2,. Tel est aussi le cas pour
une fonte y, et en général pour toutes les fontes, dont les compositions
sont fournies par des points de la droite Cr,. Quand la fonte est située
plus prés du c¢6té BC du triangle, les cristaux mixtes contiennent une
plus forte proportion de la composante 3; ainsi p. ex. la fonte z donnera
des cristaux mixtes z,. Dans le cas limite ol la fonte est représentée
par un point pris sur I'un des c¢ités, les cristaux mixtes sont remplacés
par une des composantes 4 ou B; c’est ainsi que la fonte ¢ se solidifie
en un conglomérat de C et B, tandis qu’une fonte sur 4C fournit un
conglomérat des deux substances 4 et C. Quand la fonte est située sur
le ¢ité AB du triangle, il se forme par solidification uniquement des
cristaux mixtes de méme composition; ainsi la fonte 2, donne des cris-
taux mixtes , etc.

Imaginons que nous ayons mené par 473 (fig. 1) le plan limite. Le
manteau liquide touche ce plan limite suivant une courbe: la courbe
limite. La fig. 2 représente ce plan limite, et 4’5" est la courbe limite.
Ce plan contient encore la courbe & (45), c. & d. la courbe des cristaux
mixtes, qui est représentée en pointillé (4" ") dans la fig. 2. Dans le
cas que nous considérons en ce moment, on doit évidemment sc figurer
que la courbe 4"B” soit toute entiére au-dessous de la courbe A4'h’;
ct le come C. A B aussi est tout entier au-dessous du manteau liquide.

Elevons maintenant la température; le cone C. 4B et le manteaun
liquide s’abaissent tous deux; mais, comme le manteau liquide se meut
plus rapidement que le cdne €’..4#, ils se toucherout A une certaine
température. Le point de contact peut tomber dans un des plans limites
AC ou BC ou sur la partie intérieure des surfaces.

Supposons d’abord que le point de contact soit situé dans un des plans
limites, p.ex. 4C. Puisque le cdne C. 4B est situé tout entier au-dessous
du manteau liquide, sauf au point de contact méme, il faut aussi que
dans la fig. 2 la courbe 4"B" soit située toute entiére au-dessous de la
courbe .1'B’.

Nommons »" le point de contact et soit r (fig. 1) la projection de ce
point. Introduisons maintenant le cone C.L; ce cine touche le man-
teau liquide suivant la courbe »’s’, dont la projection est représentée
par la courbe pointillée rs de la fig. 1; comme ce cone est encore situé
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au-dessus du céne C. A4 B, nous pouvons encore en faire abstraction.
Si I'on suppose que dans la fig. 2 la courbe 4" 8" soit encore tout entiére
au-dessous de la courbe 4'B’ et que I'on ait construit la surface réglée
L. AB, on trouve que cette derniére touche le manteau liquide suivant
une courbe, qui part de 7’ et aboutit quelque part en un point £’ du
plan limite BC; la projection de cettc courbe est donnée par r£. Ainsi,
le cone C. L et la surface réglée L. 4B sont situés tout entiers au-dessus
du cone C. 4B, a 'exception du point #* ol les trois surfaces sont tan-
gentes deux & deux et au mantean liquide.

Il ne peut exister & cette température qu’un seul liquide, savoir la
fonte binaire r, qui soit en équi-
libre aussi bienavec le solide .
qu’avec le solide C. Ce point r
représente donc la fonte cutec-
tique ou lasolution cryohydra-
tique du systéme binaire 4.
Elevons quelque peu la tempé-
rature; alors le cone C. AB ct
le manteau liquide s’entrecou-
pent, et une petite partie du
cone vient au-dessus du man-
teau. Prenons une génératrice € :
de ce cone, ui soit située au- Fie. 3.
dessous du manteau liquide, et )
faisons passer par cette droite un plan tangent au cdne. Si nous faisons
rouler ce plan, tout en le laissant tangent au cone, il arrivera un mo-
ment ol il touche également le mantcau liquide en un point. Dans
la fig. 3 Cml est la projection de ce plan; / est notamment la projection
du point de contact " de ce plan avec le manteau liquide, et 2 la pro-
jection du point ', ol ce plan touche la courbe { (4B). Aussi long-
temps que nous ne nous occupons que des états d’équilibre stable, nous
n'avons & considérer, des diverses surfaces, que ces parties-la qui ont
la situation la plus basse.

On trouve dans la fig. 3 les projections de ces parties; CBin est le
cone C.AB; Ciple cone C. L, Amly la surface réglée L. AB et piq le
manteau liquide. Considérons maintenant d’un peu plus prés les divers
champs dans lesquels est divisé le triangle de la fig. 3. Le secteur Cip
contient tous les détats d’équilibre entre le solide C et une fonte; les

B
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compositions des solutions qui peuvent étre en équilibre avec ie solide
C sont indiquées par des points de la courbe pl. La courbe ¢/ fait con-
naitre les liquides qui peuvent étre en équilibre avec des cristaux
mixtes; on voit que la composition des cristaux mixtes change avec
celle du liquide. C’est ainsi que le liquide binaire ¢ est en équilibre
avec la substance pure 4; le complexe v, se sépare en liquide » et cris-
tal mixte v,, et les cristaux mixtes » peuvent étre en équilibre avec le
liquide £. J’ai dessiné dans la figure quelques génératrices ou lignes de
conjugaison de la surface réglée L.AB; dans le voisinage d'un des
ctés du triangle, elles sont évidemment paralléles & ce coté. Le triangle
Cml donne les équilibres entre le solide C, les cristaux mixtes = et le
liquide 7, tandis que I'on trouve dans le champ Cm B des conglomérats
de solide C et de cristaux mixtes.

A la température considérée, la série toute entiére des cristaux mix-
tes entre 4 et B est réalisable; une partie, de 4 & #, ne saurait étre
en équilibre avec le solide C, mais bien avec des liquides; le reste, de
B & m, n'est en équilibre avec aucun liquide, mais seulement avec le
solide C. Il n’y a que les cristaux mixtes de composition = qui puissent
coexister & la fois avec un liquide et avec le solide C. En tout, nous
avons donc les états d’équilibre suivants:

Dans le triangle CBw: des conglomérats du solide C et de cristaux
mixtes;

dans le triangle Cm/: solide C et cristaux mixtes avec liquide ;

dans le champ C/p: solide C et liquide;

dans le champ Amlq: cristaux mixtes et liquide;

dans le champ /pg: liquides non-saturés.

Partons du complexe y, formé par un conglomérat de solide C et de
cristaux mixtes, et ajoutons-y la composante 4; nous supposons évi-
demment que la température reste constante. Le complexe se déplace
alors suivant la droite y4, de y vers A4; il passe donc successivement
par les trois champs CBm, Cml et 4mlq. Les cristaux mixtes se trans-
forment donc continuellement et contiennent de plus en plus de la com-
posante 4. Au commencement, notamment aussi longtemps qu’ils n’ont
pas encore atteint la composition , ils coexistent encore avec le solide
C; mais ensuite il se produit une fusion et il se forme le liquide /; le
solide C disparait par Ia et on finit par obtenir des cristaux mixtes en
équilibre avec un liquide.

Les phénoménes sont tout autres quand on ajoute la composante 4
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au complexe x. La droite 4 coupe successivement les champs B(m,
Cml, Clp, plq et Amlq. L'addition de la composante 4 a alors pour con-
séquence, que d’abord les cristanx mixtes disparaissent et qu’il se forme
une solution, savoir /; puis la phase solide C disparait & son tour et
une solution non-saturée prend naissance; enfin il se reforme des cris-
taux mixtes. 1l se présente donc ici cette circonstance particuliére, que
Paddition de 4 provoque d’abord la disparition, puis la réapparition de
cristaux mixtes.

La température & laquelle se rapporte la fig. 3 est plus élevée que la
température eutectique des composantes £ et C; elle est toutefois plus
basse que celle des composantes B et C et que les points de fusion des
substances pures. Quand on éléve la température, il peut se présenter
divers cas. Il peut notamment se montrer un nouveau point de contact
dans le plan limite BC, de sorte qu'il se forme du c6té de BC un nou-
veau triangle de trois phases; mais il se peut aussi que cela n’arrive
pas. Dans le plan limite 4B aussi peuvent se présenter diverses cir-
constances. Ce plan limite, représenté fig. 2, contient notamment la
courbe limite 4'B’ et la courbe {(A4B), représentée par 4"B". A la
température & laquelle se rapporte la fig. 3, 4”B" est encore tout entier
au-dessous de 4"B’. Si la température s’éléve, ces deux courbes s’entre-
couperont d'abord, et finalement 4”B” sera tout entier au-dessus de
A'B’. Le passage peut s’effectuer de trois fagons tout a fait différentes
qui nous donnent, pour le sytdme binaire 4B, les types 1, 2 et 3.
Parmi les nombreux cas, fournis par la combinaison des précédents,
nous en considérerons quelques-uns de plus prés. Elevons notamment
la température; le triangle Cml se rapproche de plus en plus du coté
CB; nous admettrons d'ailleurs que la courbe 4"B" de la fig. 2 reste
toujours au-dessous de la courbe 4'B’. A la température eutectique du
systéme binaire BC, le triangle Cml coincide avec le coté BC, savoir
le point 7 avec B et le point / avec le liquide eutectique du systeme
BC, de sorte que les deux courbes 27 et ¢/ de la fig. 3 se rencontrent
en un point du c6té BC. Alors le triangle n'est plus partagé en cing,
mais en trois champs, savoir Cpl, plq et ¢ ABIl. Des conglomérats de
cristaux mixtes et de la composante solide 4 ne sont plus réalisables;
en outre, il n’y a plus de cristaux mixtes pouvant étre en équilibre
avec un liquide et avec le solide C.

Si nous élevons davantage la température, nous obtenons la fig. 4;
ABIyq est la projection de la surface réglée L. 4 B; Ckn celle du cone CL.
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Ici aussi nous avons donc & distinguer trois champs, savoir Cip, a
Pintérieur duquel se trouvent les complexes de solide € avec des liqui-
des; puis le champ #pg/, qui contient des liquides homogeénes, et 457y
ou coexistent des liquides et des cristaux mixtes.

Prenons un complexe de solide B et de liquide /, représenté done par
un point entre J3 et /, p. ex. z. Ajoutons-y la composante 4. Le com-
plexe se déplace alors suivant la droite 4z, en allant vers 4. Comme
cette droite est toute entiére & l'intérieur du champ 4 B/y, le liquide
passe par tous les points de la
courbe /g et 1a composante solide
B devient des eristaux mixtes,
dont la composition passe par
tous les états intermédiaires
entre B et 4.

On pourrait partir aussi d'un
liquide non-saturé, p. ex. y, et
y ajouter du solide 4. Alors le
complexe varierait suivant la
droite y.4. On aurait alors au
commencement une solution

Fig. 4. non-saturée, mais dans la suite se
formeraient des cristaux nixtes.

Les circonstances deviennent plus compliquées quand nous partons
de la solution £, qui est en ¢quilibre avec la composante solide C. Soit
x ce complexe, de sorte que 'addition de A lui fait parcourir la droite
xA, qui coupe Ay en &, et Iy en x,. Le point conjugué & ., est repré-
senté par x;. Ajoutons maintenant au complexe z la composante A.
Le liquide # parcourt alors la courbe 4p de £ 2 &, puis la droite &, .,
et ensuite la courbe 2,4. Ce déplacement est accompagné d’un change-
ment de la phase solide; la composante solide € disparait tout d’abord
pour faire place & une solution non-saturée, puis il se forme des cris-
taux mixtes de composition x;, et ceux-ci se transforment continuelle-
ment en d’autres, dont la teneur en 4 va en augmentant.

Quand la température s'éléve encore, la fig. 4 change de nouveau,
et ce changement peut s’effectuer de plusieurs maniéres. Le cas le plus
simple est celui ol le secteur Chp disparait, de sorte qu’il ne reste plus
que la courbe /g. Mais il se peut que d'abord la surface réglée L .AB
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subisse une transformation, que je veux examiner d'un peu plus pres.
En déduisant la fig. +, nous avons supposé que la courbe 4" B” de la
fig. 2 était encore toute entiére au-dessous de .{'B’. Or, 3 une tempeé-
rature suffisamment ¢levée, 4" B” viendra au-dessus de la courbe _{'#’.
Ce changement peut s’effectuer de plus d'une facon, que nous allons
examiner de plus prés. Admettons que I'élévation de la température
fasse d'abord coincider A" avec .{', et qu’il apparaisse ensuite un point
d’intersection, indiqué fig. 2, qui se déplace vers I'axe BB’ par éléva-
tion de la tcrpérature. B finira par coincider avec B” et alors Ia
courbe 4" B" sera tout enticre au-dessus de A4’ B’. Dans ces conditions ,
cest 4 qui a le point de solidification le plus bas et B le point de
solidification le plus é€levé, tandis que les points de congélation de tous
les mélanges binaires 4B sout situés entre les points de solidification
des deux composantes. T.es cristaux mixtes 4B appartiennent donc au
type 1.

Dans la fig. 2 les deux courbes s’entrecoupent en ¢; il est possible de
mener alors une tangente double, dont les points de contact sont »"etn,”.
Construisons maintenant la surface réglée L. AB. Prenons dans ce but
un point de la portion B"%,” de la courbe A" B" et menons par ce point
une tangente 3 la courbe. On voit que cette tangente est situde tout
entiére an-dessous de la courbe limite A’ /', donc aussi au-dessous du
manteau liquide; on peut donc mener par cette droite un plan qui
touche le manteau liquide. Prenons maintenant un point de la portion
n,"A4"; si nous menons une tangente par ce point, elle coupe la courbe
limite 4'B’, donc aussi le manteau liquide. Cela fait que par cette tan-
gente il est impossible de mencr un plan tangent au manteau liquide.
Prenons enfin le point #,” lui-méme, par lequel passe la tangente dou-
ble »,"2"; dans ce cas limite ¢’est le plan limite 4/ méme qui touche
le manteau liquide et contient cette tangente.

De tout ce qui préceéde, il résulte que la projection de la surface
réglée L. AB doit donner une configuration, comme celle qui est repré-
sentée par Blan, dans la fig. 5. La courbe iz donne les compositions
des liquides et la droite Bz, les compositions des cristaux mixtes. La
droite 2z, est une géndratrice ou une droite de conjugaison, de sorte
que les cristaux mixtes z, peuvent étre en équilibre avec le liquide #;
dans le voisinage immédiat du c6té 475, les lignes de conjugaison sont
évidemment & peu prés paralléles & ce cité, et celles voisines de BC
sont seusiblement paralléles & BC. J’y reviendrai d’ailleurs.
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On voit quelle différence il y a entre les deux figures 4 et 5. A la
température & laquelle se rapporte la fig. 4, tous les cristaux mixtes
entre A et B sont possibles et ils peuvent coexister avec des solutions;
A la température pour laquelle a été dessinée la fig. 5, une partie seule-
ment de la série entiére des cristaux mixtes peut exister, savoir la partie
Bu,. Si on prend des mélanges indiqués par un point de la partie z»,,
4 la température considérée ils se séparent tous en liquide « et en cris-
taux mixtes #,, tandis que les mélanges de la portion 74 restent tous
liquides.

La fig. 4 s’applique & une température inférieure au point de solidi-
fication de la composante 4, la fig. 5 & une température supérieure. A

Fig. b.

cette température de solidification méme, la courbe /g de la fig. 4, ou
[n de la fig. 5, passera par le point .4, et la génératrice ¢4 de la fig. 4,
ou zn, de la fig. 5, se réduira & un point, savoir le point 4.

Si I'on éléve encore plus la température, les points nx, et / se
déplacent vers B, et a la température de congélation de la cowpo-
sante B le champ Bn ul s’évanouit. Le champ C#kp aussi disparaitra
par élévation de température, et alors il ne restera plus que des mélanges
liquides.

En déduisant les figg. 3 et 4, nous avons supposé que la courbe
A"B" de la fig. 2 était toute entiére au-dessous de la courbe 4'B'. Or,
4 la température & laquelle se rapporte la fig. 3, ces deux courbes
peuvent déja s’entrecouper. On obtient alors une figure que j’ap-
pellerai 8a, mais que je n’ai pas dessinée. On peut se la représenter
comme identique & 3, sauf que la courbe /g ne se termine pas en
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un point ¢ du c6té C4, mais en un point » comme dans la fig. 5.

Nous avons considéré ainsi le cas ol les cristaux mixtes binaires
appartiennent au type 1; supposons maintenant que nous ayons affaire
au type 2, c. & d. que la courbe continue des points de congélation des
cristaux mixtes 4B passe par un maximum. Considérons les deux
courbes 4’8’ et 4"B" de la fig. 2, et commencons de nouveaun par sup-
poser que 4" B” soit tout entiére au-dessous de .4'B’. Quand la tempé-
rature s'éléve, A" vient d’abord au-dessus de 4’, puis B” au-dessus de
B, ce qui fait qu'aux deux bords c’est la courbe .{4'B’, mais au milieu
la courbe 4"B” qui est située le plus bas. On peut mener maintenant
deux droites ditangentes et on reconnaitra aisément, aprés les dévelop-
pements précédents, que la projection de la surface réglée L. 4B don-
nexs aae configuration comme ox,z,22,0, de la fig. 6, ol ox,z,n est la
courbe des liquides et o,#, la ligne des cristaux mixtes. De toute la
série de cristaux mixtes 4 B il ne peut exister, a cette température, que
la seule partie o2, ; o, et #, peuvent étre en équilibre avec des liquides
binaires, les autres cristaux avec des liquides ternaires seulement. Dans
la fig. 6 j'ai encore représenté la projection du céne C. L, notamment
Ckp; le lecteur reconnaitra aisément que c'est le point de solidification
de la composante C qui détermine si ce cas se réalise, ou non.

Partons du liquide binaire non-saturé z, et ajoutons-y la compo-
sante 4. La fig. 6 fait clairement voir qu'alors le liquide, non-saturé
au commencement, laisse bientdt déposer des cristaux mixtes, dont
la quantité va d’abord croissant, mais qui disparaissent ensuite pour
faire place de nouveau & un liquide non-saturé. Le liquide parcourt
d’abord la droite zz,, puis la courbe z,x, et ensuite de nouveau la
droite z, 4.

A une température suffisamment élevée, la surface réglée disparaitra
en un point M du cdté 4B; ce point M fait connaitre la composition
des cristaux mixtes dont le point de fusion est maximam.

Supposons maintenant que les cristaux mixtes binaires 4B appar-
tiennent au type 3, c.a d. que la courbe continue des points de solidi-
fication passe par un winimum. Prenons d’abord une tempdérature
suffisamment basse pour que tous les mélanges 4B n’y existent qu’a
I’état solide. Dans la fig. 2, 4" B” est alors au-dessous de .4’B’. A mesure
que la température s’éléve, ces deux courbes se rapprochent ’une de

Pautre et elles finissent par se toucher en un point. Soit r (fig. 2) ce
ARCHIVES NEERLANDATSES, SERIE II, TOME XI. ]
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point de contact; en dehors de ce point, la courbe 4" B” est encore toute
entiére au-dessous de 4'B’. Si 'on éléve davantage la température, les
deux courbes s’entrecoupent en deux points, qui les partagent en trois
trongons. Entre ces deux points, la courbe 4'B’ est la plus basse; de
part et d'autre c’est la courbe 4" B”. Construisons de nouveau la sur-
face réglée L. AB et projetons-1a sur le plan horizontal; nous obtenons
ainsi une figure comme la figure 7. La surface réglée se compose de
deux portions tout & fait séparées, savoir Bboo, et Aann,, et de la série
compléte des cristaux mixtes 4B les portions Bo, et .4», peuvent seu-
les étre réalisées. Partons de la composante solide B en équilibre avec
le liquide & et ajoutons a ce
complexe la composante 4. La
composante B se transforme
alors en cristaux mixtes; mais
bientdt la phase solide disparait
pour reparaitre sous forme de
cristaux mixtes.

A mesure que la température
s'abaisse, les points o et # se
rapprochent 'un de I’autre, et
ils coincident, a la température
minima des cristaux mixtes 4 B,

Fig. 7. en un certain point, p. ex. m;

alors la courbe amé touche le

cOté 4B en m. A des températures plus basses encore, on retrouve des
isothermes comme dans la fig. 4.

Les trois champs de la fig. 7 disparaissent évidemment par élévation
de température, et on reconnait que c’est le point de fusion des compo-
santes qui déterinine ’ordre dans lequel ces champs disparaissent.

Ainsi que nous I’avons vu dans ce qui précéde, les isothermes pren-
nent une autre forme quand le mélange binaire 4B appartient & un
autre type; nous n’avons considéré jusqu'ici que les types 1, 2 et 3 et
nous reviendrons plus tard sur les autres.

Considérons encore une fois le triangle des trois phases Cm/ de la
fig. 8. Le point / qui représente la phase liquide, en équilibre avec la
composante solide C et les cristaux mixtes m, se déplace par élévation
de température du cité CA vers le cité UB, et forme une courbe qui
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relie les deux points eutectiques de ces cités. Cette courbe, on pourrait
I'appeler la courbe de solidification ternaire. A propos de I'allure de
cette courbe nous pouvons distinguer divers cas; je ne parlerai que des
trois suivants:

Type a. Lia courbe de solidification ternaire ne présente ni maximum
ni minimum de température.

Type b. La courbe ternaire présente un maximum de température.

Type c. Elle présente un minimum de température.

Les divers cas, que nous avons considérés dans ce qui précede,
appartiennent tous au type a; nous considérerons maintenant quelques
cas du type 6. Figurons-nous que nous ayons mené, au-dessus du
triangle, le cone C.AB et le manteau liquide. Nous partons d’une
température suffisamment basse, pour que le cone C.AB soit tout
entier au-dessous du manteau liquide. Par élévation de température ils
se rapprochent I'un de I'autre, et nous supposerons que le prelmer con-
tact ait liea dans le plan limite
CA; & des températures un peu
plus élevées on obtient donc
une projection comme fig. 3.

Nousadmettonsen outrequ’une

€lévation poursuivie de la tem-

pérature entraine un deuxiéme

contact, dans le plan limite CB.

Il est facile de se convaincre

qu’a des températures un peu

plus élevées on obtient une pro-

jection comme fig. 8. Le plan o4 34

tout entier est partagé en 9 ' Fig. 8. '

champs. Le champ Cu contient

des conglomérats de ‘cristaux mixtes et du solide (,, chacun des deux
triangles Cm! et Cut exprime 1’équilibre entre un liquide, le solide C et
des cristaux mixstes; chacun des secteurs Crf et Cpl donne des complexes
d’un liquide et du solide C; chacun des deux champs Bsfu et Aq/m fait
connaitre les états d’équilibre entre un liquide et des cristaux mixtes;
enfin, les deux champs rsf et pgl contiennent des liquides non-saturés.

Prenons deux liquides non-saturés situés I'un dans le champ rs/,
’autre dans le champ pg/. Si nous les mélangeons, la composition du
mélange résultant dépendra de la proportion dans laquelle ces deux

b*
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liquides ont été mélangés. Le nouveau liquide pourra donc tomber dans
le domaine Cum. On voit que le mélange ainsi obtenu se solidifie en un
conglomérat de solide C et de cristaux mixtes.

Prenons un complexe du liquide 7 et de la composante C. Soit a
ce complexe; ajoutons-y ., de sorte qu’il suit la droite a4. Aussi
longtemps qu’il reste dans le secteur Cr/, C est la phase solide; mais,
quand il pénétre dans le triangle Ctu, il se forme des cristaux mixtes
de composition #, jusqu’a ce que le liquide £ ait complétement disparu
et que tout se soit transformé en solide C et cristaux mixtes ». Par une
nouvelle additiou de 4, le conglomérat de C et de cristaux mixtes ne
change pas, jusqu'd ce que le complexe soit arrivé en d, et-alors les
cristaux mixstes passent évidemment en d’autres, dont la composition est
m. 11 s'opére & présent une fusion et le liquide a la composition /.
Quand le complexe est arrivé en e, tout C a disparu et les cristaux
mixtes m se transforment continuellement en d’autres dont la teneur en
A va en augmentant. Il résulte de ce qui précéde, queI'addition de4 au
complexe a produit d’abord une congélation compléte, puis une fusion
partielle.

Quant au liquide, sa composition change d’abord continfiment de
& ¢, et ce dernier liquide disparait complétement. Par la fusion qui
s'opére plus tard il se forme un tout autre liquide, savoir 7, qui par-
court ensuite la courbe /g. Tandis que le changement de composition
du liquide de ~ & £ et de 7 & ¢ s'opére graduellement, on a de #&  un
passage brusque. Quand le complexe @ a une autre composition, les
phénomeénes peuvent étre quelque peu différents; mais je n’examinerai
pas ces autres circonstances.

Si l’on éléve la température, les deux triangles se rapprochent I'un de
'autre, et finissent par coincider en ne formant plus qu’une ligne
droite; le point u coincide alors avec m et £ avec /. La branche s¢ est
alors dans le prolongement de /¢, et 7¢ dans le prolongement de Zp. On
reconnait aisément qu’on peut aussi déduire cette isotherme de la fig. 4,
quand on se figure que les courbes Zp et /g se touchent. Par le point
de contact, que je nommerai X, passe une génératrice CX du cone C. L
et aussi une génératrice de la surface réglée L. 4B; ces deux droites
n’en forment qu’une seule et coincident avec la génératrice, passant par
X, du cone C. AB.

11 peut évidemment se présenter encore d’autres formes d'isothermes,
que l'on peut déduire de la fig. 8. C’est ainsi que nous avons admis
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que /y aboutit sur le ¢6té C.4; or, cette courbe peut évidemment abou-
tir sur mA. Et la courbe s¢ peut évidemment se terminer en un point
de Bu. Par élévation de température on pourra ainsi obtenir dans la
fig. 8 des isothermes, dont on peut trouver la forme en supposant que,
dans les figg. +, 5 et 6, les deux courbes deviennent tangentes.

Considérons maintenant le type ¢, pour lequel la courbe de solidifi-
cation ternaire présente un minimum de température. Supposons de
nouveau que le cone C..4B soit d’abord entiérement au-dessous du
manteau liquide Z. Par ¢lévation de température on fera qu’ils devien-
nent tangents I'un & P’autre, et nous admettrons que le contact ait lieu
sur le manteau méme, et non dans un des plans limites, comme tantdt.
Soit « (fig. 1) la projection de ce point de contact, qui correspond évi-
demment & un minimum de température, puisque cette température est
la plus basse o) un liquide puisse exister. Elevons quelque peu la tem-
pérature; alors le cone et le manteau liquide s’entrecoupent, et I'on
obtient des isothermes comme celles représentées fig. 9. Dans cette
figure, tout comme dans la fig. 8, on trouve deux triangles de trois
phases Cut et Cwl. Mais on voit que leur situation n’est pas la méme
dans les deux figures; dans la fig. 8, leurs deux plus grands cités sont
notamment en regard, tandis que B
dans la fig. 9 ce sont les som-
mets qu'ils tournent l’un vers
I'autre. Cela fait que la fig. S
se rapporte au cas ol la courbe
de solidification ternaire pré-
sente un maximum de tempéra-
ture, et la fig. 9 au cas ol elle
présente un minimum. Il y a
d’ailleurs d’autres différences
encore. La fig. $ fait voir deux g 4
champs ol existent des liquides Fig. 9.
non-saturés; la fig. 9 n’en con-
tient qu’un seul. Dans la fig. 8 il y a deux courbes, savoir r/ et p/, ot
un liquide peut étre en équilibre avec le solide C; dans la fig. 9 il w’y
en a qu'une, savoir /gl. Dans la fig. 8 il y a aussi deux courbes s/ et
lg, donnant les liquides qui peuvent étre en équilibre avec des cristaux
mixtes; la fig. 9 n’en contient qu'une, savoir ZZ/. Par contre, il n’y
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a qu'un seul champ dans la fig. 8, et deux champs dans la fig. 9, od
des conglomérats de cristaux mixtes coexistent avec le solide C.

Nous avons déduit quelques conséquences de la fig. &; on peut
déduire quelques conclusions analogues de la fig. 9, mais j'abandonne
ce soin au lecteur.

Si nous élevons davantage la température, les deux triangles se rap-
prochent des cétés 4C et BC. Quand Cut disparait, » coincide avec B,
et #, qui vient alors évidemment sur le c6té BC, fait connaitre le liquide
eutectique du systéme BC. A la température eutectique du systéme
AC, le triangle C/m coincide avec CA, le point / avec le liquide eutec-
tique de ce systéme et m avec A..

Quand un des triangles de trois phases a disparu, p. ex. C/m, on
obtient une figure comme fig. 3, et & celle-ld en succédent d'autres,
comme nous l’avons vu plus haut.

En déduisant la fig. 9, nous avons supposé que la courbe 4" B" de
la fig. 2 était située toute entiére au-dessous de 4’B’. On reconnait
aisément que 4" doit étre placé au-dessous de 4’ et 5" au-dessous de
B’; il n’en résulte pourtant pas que A" B” soit située au-dessous de 4’ B’
dans toute son étendue, ainsi que nous ’avons admis. 1l peut se pré-
senter notamment une intersection en deux points, entre lesquels la
courbe 4'B’ scrait la plus basse. Si tel est le cas, isotherme de la
fig. 9 prend une forme un peu différente; la courbe 74/ doit alors abou-
tir sur 4B en deux points entre u et w, ce qui fait que la surface
réglée prend, entre /u et s/, une forme analogue & celle de la fig. 7.

Des diverses formes d’isotherines que nous venons de déduire, il n’y
en a que quelques-unes qui ont été trouvées par 1'expérience. Prenons
par ex. le systéme: eau, sulfate de potassium et sulfate d’ammonium ').
Ainsi qu'il résulte des déterminations, ces deux sels forment une série
ininterrompue de cristaux mixtes. Si nous représentons dans nos figures
précédentes 1’eau par €', nous obtiendrons & la température ordinaire
des isothermes comme dans la fig. 4; mais la courbe &p y fait défaut,
puisqu’elle donne des solutions qui peuvent étre en équilibre avec de
la glace.

Au-dessus de 0° on n’a donc que la branche /g, dont le point / fait
connaitre la solubilité, & la température considérée, de 'une des com-

") Fock, Zeitschr. f. physik. Chem., 12, 661, 1893.
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posantes, et le point ¢ celle de ’autre; les autres points de la courbe
lq donnent la solubilité des cristaux mixtes.

Ce n'est qu’au-dessous de 0° qu’apparait la courbe kp, et, & des
températures comprises entre les deux températures cryohydratiques,
on trouvera des isothermes comme dans la fig. 3.

Supposons que nous ayons, en général, deux corps, p. ex. deux sels,
formant des cristaux mixtes, et admettons, comme nous ’avons fait
toujours jusqu'ici, qu'il n'y ait pas de lacune dans la série des cristaux
mixtes. Nommons les deux sels A et B et soit C1'eau. Alors nos figures
précédentes font connaitre les équilibres entre les cristaux mixtes et la
solution aqueuse.

Mais, si nous nous bornons a considérer des températures inférieures
aux points de fusion des sels, ainsi que cela a toujours été le cas jusqu’ici
pour des sels anhydres, la surface réglée n’aura que la forme 4Blg de
la fig. 4. Cependant, & des températures inférieures a 0°, il peut alors se
présenter des isothermes, comme celles qui sont représentées dans les
figg. 3,4, 8 et 9.

Considérons d’un peu plus pres la courbe /7 de la fig. 4 et les droites
de conjugaison qui y appartiennent. Parmi toutes ces droites il y en a
évidemment deux qui, prolongées, passent par C. Mais on voit aisément
qu’il en est autrement pour les autres droites: en général elles ne pas-
sent pas par C. Mettons qu’elles aient toutes une position comme /m et
vv, de la fig. 8. Représentons en outre par  le rapport 4/B dans les
cristaux mixtes, et par y le méme rapport dans la solution. Prenons
comme exemple les cristaux mixtes » et la solution /, et nommons

Bm

" le point d'intersection de Cl/ avec AB. Nous avons alors z = i
m

’

et y= B de sorte que y > ». Ainsi donc, le rapport 4/B est tou-

jours plus petit dans la solution que dans les cristaux mixtes. On peut
évidemment considérer y comme une fonction de #, si 'on porte z en
abscisses et y en ordonnées, on obtient une figure comme la fig. 2 du
travail de M. Roozesoox ').

Il en est autrement quand, outre les droites de conjugaison ¢4 et
iB (fig. 4), il y en a encore une autre, p. ex. ., qui passe par C.
Pour cette droite de conjugaison 1a, le rapport de 4 & B est le méme

*) Ces Archives, 24, 159, 1892,
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dans la solution que dans les cristaux mixtes; c. 2 d. que # = y. Alors
la courbe qui représente y comme fonction de x doit couper la courbe
OP ') en un point, et 'on obtient des figures comme 3 ou 4 '). Les
deux types principaux que nous avons ainsi & distinguer dans la position
des droites de conjugaison sont, si nous laissons de c6té les deux posi-
tions limites .4g et BI:

a. aucune des droites de conjugaison ne passe par C;
b. une d’elles passe par C.

Dans le cas a, le rapport des deux composantes est autre dans les
cristaux mixtes que dans les solutions avec lesquelles ils sont en
équilibre.

Dans le cas il y a, dans la série des cristaux mixtes, une composi-
tion de ces cristaux telle, que les deux composantes existent dans le
méme rtapport dans ces cristaux et dans la solution avec laquelle ils
sont en équilibre.

On voit facilement que, dans ces deux cas, les solutions se comportent
d’une maniére toute différente pendant 'évaporation. Pendant I’évapo-
ration isothermique, la composition des cristaux mixtes, qui se déposent,
se modifie généralement; mais, quand le rapport des deux composantes
est le méme dans les cristaux mixtes et dans la solution, on peut éva-
porer la solution & siccité, sans que les cristaux mixtes, qui se sont
formés, aient changdé de composition. :

On connait divers exemples des deux types a et 5. Au type a appar-
ticnnent les cristaux mixtes de K2S0* et (NVH *)2S0* dont nous venons
de parler; il en est de méme des cristaux mixtes de AH24s0* et
KH?PO?*, étudiés par MM. Murumany et Kuntze 2). Les mémes
auteurs ont trouvé dans les cristaux mixtes de KAM/20* et KCIO* un
exemple du type b.

J'ai déja dit que les déductions précédentes ne s’appliquent pas seu-
lement an cas ol la phase solide forme des cristaux mixtes; elles
s'appliquent aussi, en général, au cas ol la phase solide change de
composition avec celle du liquide. On peut donc y rattacher les recher

') Ces Archives, pp. 159 et 160.
*) Zeitschr. f. Krystallogr., 23, 368—3178.
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ches de M. GaLEoTTI, relatives & des mélanges d’eau, d’albumine et de
nitrate d’argent '). La phase solide qui se dépose est notamment une
combinaison d’albumine et de nitrate d’argent, non une combinaison
chimique, mais une combinaison d’absorption, et sa composition dépend
de celle du liquide. Si le point A de la fig. 4 représente 'albumine et
le point B .49 NO?, les compositions des précipités sont donndes par des
points de A4 B, et celles des solutions par des points de /y. M. GaLeoTTI
a déterminé une partie de la courbe gl.

B. La solidification.

Types 1, 2 et 3. Dans un travail précédent jai traité la distillation
de mélanges ternaires. Nous y avons vu que ’on doit distinguer entre
trois compositions, celle du résidu, celle du destillat et la composition
momentande de la vapeur qui distille.

Nous avons & considérer trois compositions analogues dans la soli-
dification de mélanges ternaires; les phénoménes peuvent méme avoir
une complication plus grande encore, ainsi que nous le verrons dans
la suite. A chaque instant nous devons considérer la composition de la
fonte ou de la solution, celle du solide séparé et celle de la substance
qui se séparc a I'instant méme.

En général, il y a trois cas principaux a distinguer, savoir :

a. Une des composantes seulement se sépare de la fonte.

6. La fonte donne des cristaux mixtes.

Il vient évidemment s’y ajouter ce troisiéme cas de solidification.

c. 11 se sépare des cristaux mixtes & coté d’une des composantes.

Je commencerai par considérer le cas bien simple . Pour rester con-
forme aux considérations précédentes, nous supposerons que c’est la
composante C qui se sépare. Comme le solide séparé a, dans ces cir-
constances, une composition invariable, nous n’avons & nous occuper
que de la composition de la fonte. Puisque nous admettons que la cris-
tallisation ne porte que sur la composante C, la fonte doit parcourir
une droite passant par C. La route que suit la fonte pendant sa soli-
dification, je I'appellerai dorénavant la voie de solidification de la fonte,
ct, pour bien exprimer que c’est la substance solide C qui se dépose, je
I’appellerai la ,,voie de solidification (C) de la fonte.”” II résulte de ce

'Y Zeitschr. f. physiol. Chem., 40, 492, 1904.
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qui précéde que ces voies sont des droites qui partent toutes du point C.
Dans la fig. 10 j'ai dessiné quelques-unes de ces droites; elles aboutis-
sent & la courbe /,/,; mais il est facile de voir qu’elles peuvent étre
prolongées plus loin encore. Les fléches indiquent le sens dans lequel
la fonte change de composition.
Les deux courbes limites C/, et C/, du faisceau de voies de solidifi-
cation émanant du point C ap-
partiennent au systéme binaire.
On reconnait aisément que B/,
et A/, sont aussi des voies de
solidification. Il en est de méme
de AB; toutefois, suivant cette
voie il ne se séparc pas une
des composantes, mais des cris-
taux mixtes.
Considérons maintenantlecas
b, ou la foute, ou la solution,
A Jaisse déposer des cristaux mix-
tes. En général, la solidification
d’une fonte peut s’opérer de
deux maniéres essentiellement différentes, que je distinguerai comme
solidifications de premiére et de seconde espece. Imaginons notamment
qu’il se sépare d’une solution une petite quantité de cristaux mixtes A/,,
en équilibre avec elle. Si nous abaissons un peu la température, il se
sépare de nouveau une petite quantité de cristaux mixtes, dont la com-
position est M,. Il est évident que M, n’est pas égal & M,, ce qui fait
que, pour que I'équilibre puisse s’établir, il faut que Af; disparaisse de
nouveau. Or, il se peut que tel soit le cas ou non, de sorte que nous
devons distinguer:

a. Solidification de premiére espéce. Nous admettons -que la vitesse
de transformation des cristaux mixtes séparés est infiniment petite. A
chaque instant il se dépose donc des cristaux mixtes qui sont en équili-
bre avec la fonte. Mais, du moment que les cristaux mixtes se sont
déposés, ils ne changent plus de composition. La phase solide consiste
donc en un conglomérat de cristaux mixtes de diverses compositions,
dont ceux déposés en dernier lieu sont seuls en équilibre avee la fonte.

Une pareille solidification s’opérerait, s'il était possible de mettre les
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cristaux mixtes séparés & l'abri de toute transformation ultérieure,
c. & d. si on retirait de la fonte les cristaux mixtes qui se forment suc-
cessivement.

b. Solidification de deumiéme espéce. Admettons maintenant que la
vitesse de transformation des cristaux mistes déposés seit infiniment
grande, que tout retard dans cette transformation soit donc exclu, et
que les cristaux mixtes existants soient continuellement en équilibre
avec la fonte. Les cristaux mixtes déposés ne conservent donc pas leur
composition, mais & chaque changement de température ils en prennent
une autre.

Si nous comparons la solidification avec la distillation , nous trouvons
dans celle-ci des circonstances analogues; les cristaux mixtes sont alors
remplacés par les vapeurs. Dans la distillation ordinaire, la vapeur qui
se forme & chaque instant est en équilibre avec le liquide; mais, comme
elle distille et est ainsi mise & I'abri d’une transformation, cette
espéce de distillation est comparable & une solidification de premiére
espéce.

On pourrait obtenir de la maniére suivante une évaporation compa-
rable & une solidification de deuxiéme espéce. Supposons qu’un liquide
et une vapeur soient en équilibre dans un certain espace. Si nous aug-
mentons graduellement cet espace, en ayant soin que la vapeur reste
constamment en équilibre avec le liquide, I'évaporation qui s’opére dans
ces circonstances ressemble & la solidification de deuxiéme espéce.

En réalité, la solidification ne s’opérera jamais entiérement suivant
I'un ou Pautre type; aussi ces deux types ne doivent-ils étre ‘considérés
que comme des cas limites et, suivant les circonstances, la solidification
se rapprochera le plus de I'une ou de I'autre espéce. Son allure ordi-
naire sera comprise entre I'un et I'autre cas idéal.

Quand on refroidit trés rapidement, on provoquera une solidification
fort rapprochée de la premiére espéce, puisque les cristaux mixtes qui
se forment n’auront pas le temps de se transformer. Par contre, si la
fonte se refroidit trés lentement, et que Ion a soin de secouer conti-
nuellement avec la fonte, sous forme de poudre fine, les cristaux mixtes
séparés, on aura une solidification voisine de la deuxiéme espéce.

Dans un travail déja cité, j’ai déerit en détail la distillation de mé-
langes ternaires; comme la solidification de premiére espéce y est tout
3 fait semblable, je pourrai me contenter d"une courte description. Nous
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devons d'abord considérer les voies de solidification de premiére espéce
des fontes. Tout comme pour la distillation, on trouve ici que les géné-
ratrices de la surface réglée L.AB sont tangentes & ces courbes de
solidification, et que la forme de cette surface réglée détermine la
forme et I’allure des voies de solidification.

Admettons que les cristaux mixtes 4B appartiennent au type 1, et
que le point de solidification de la composante B soit plas élevé que
celui de 4. Imaginons maintenant que nous ayons construit. dans les
figg. 8, 4 et 5, les surfaces réglées pour d’autres températures encore.
Si nous songeons que les génératrices doivent toucher les courbes de
solidification, nous reconnaissons aisément que ces courbes doivent
prendre une forme comme celle des courbes pointillées de la portion
ABI, I, de la fig. 10. Les courbes de solidification forment notamment
un faisceau émanant de B; les fléches indiquent la direction dans
laquelle la fonte change de composition. Ces courbes de solidification,
je ne les ai tracées gne jusqu’a la courbe /; /,, mais on pourrait évidem-
ment les prolonger plus loin encore. Nous verrons toutefois que ces
prolongements ne donnent que des phases peu stables.

Nous avons admis, dans ce qui précéde, que les cristaux mixtes .{ B
appartiennent au type 1. Admettons maintenant que la courbe de soli-
dification binaire 473 présente un maximum. Dans la fig. 6, le champ
ox, x, nn, o, est la projection de la surface réglée qui existe dans ce
cas. Quand on éléve la température, la courbe o, x; 2 se rapproche du
point M, et elle disparit en ce point, & la température maxima du
systéme binaire. Il est aisé de voir que dans ce cas les voies de solidi-
fication doivent former un faisceau émanant du point A/. Je n’ai pas
dessiné ce faisceau, puisqu’il ressemble absolument & celui qui se présente
dans la distillation; voyez p. ex. fig. 20 '). Quand la courbe de soli-
dification binaire 4B présente un minimum, le faisceau des voies de
solidification est de nouveau différent. Cela résulte de la considération
de la fig. 7, on m fait connaitre la composition des cristaux mixtes,
dont le point de solidification est minimum. Il existe alors deux fais-
ceaux, dont I'un part de 4 et 'autre de B; ils sont séparés 'un de
I’autre par une courbe de solidification passant par . On observe quel-
que chose d’analogue dans la distillation; voyez fig. 22 2). Supposons

') Ces Archives, (2), 7, 145, 1902.
%Y Ividem, (2), 7, 148, 1902.
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que le point A/ de cette figure coincide avec le point = de la fig. 7
actuelle; on n’a qu'a changer le sens des fléches pour obtenir I’ analogle
avec la solidification dans le cas qui nous occupe.

Considérons maintenant la solidification de deuxiéme espéce; nous
admettons donc que tout retard soit exclu, de sorte que les cristaux qui
se sont déposés sont continuellement en équilibre avec la fonte. Prenons
une fonte dont la composition est a (fig. 5), et qui reste entiérement
liquide & une température plus élevée
que celle A laquelle se rapporte la fig. 5;
le point 2 est donc situé en dehors de la
surface réglée. A mesure que la tempé-
rature s'abaisse, la courbe Iz de la sur-
face réglée se rapproche de ce point a,
qui finit par tomber sur la courbe /z,
comme l'indique la fig. 5. A cette tem-
pérature 1, la fonte peut étre en équilibre
avec des cristaux mixtes dont la compo-
sition est @, ; mais ces cristaux ne se for-
ment pas encore, ou bien ils ne se forment
qu'en quantité infiniment petite. La
droite a,¢, de la fig. 11 représente une
partie du c6té 4B du triangle fig. 5;
aa, de la fig. 11 est la méme droite que
aa, de la fig. 5, et 'on peut se figurer
que on ait mené par le point a de la °
fig. 11 la courbe /» de la fig. 6. Nous Fig. 11.
abaissons maintenant la température, de
maniére & ce que le point a pénétre dans la surface réglée, et nous nous
figurons que la courbe des liquides de la surface réglée passe par le
point ; soit 6,5 la génératrice passant par a. La fonte a se sépare main-
tenant en deux parties, le liquide & et les cristaux mixtes 4,. A une
température plus basse encore, la courbe liquide de la surface réglée
passe par le point ¢, et cc, est une génératrice passant par a; & présent
se forment donc les cristaux mixtes ¢, et la fonte ¢. Plus bas encore on
obtient les cristaux mixtes &,, qui sont en équilibre avec la fonte 4, et
ainsi de suite. Ainsi donc, on doit distinguer deux voies de solidifica-
tion; ’une, la droite «,¢, est la voie de solidification des cristaux mix-
tes, V’autre, la courbe abede, est la courbe de solidification de la fonte.
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Dans la solidification, il arrive un moment od la composante C
cristallise seule; on est alors arrivé A la courbe de solidification M.C.L;
il faut donc que la courbe de solidification abede aboutisse aussi quel-
que part. Si nous nous bornons & considérer des états stables, le point
limite est situé sur la courbe de solidification M.C.L, c. & d. la courbe
lyl; de la fig. 10. Soit ¢ (fig. 11) ce point limite; # doit donc étre un
point de la courbe /,/, de la fig. 10. Mais il est facile de voir aussi que
ee, doit &tre un des cités du triangle des trois phases; en effet, si nous
nous figurons encore que dans la fig. 11 nous ayons représenté le point
C, et que nous ayons joint ce point & ¢ et ¢,, nous obtenons le triangle
des trois phases Cee,, qui correspond au triangle Cim de la fig. 3.

Prenons donc dans la fig. 3 un point de la ligne /m; la courbe de
solidification de seconde espéce, qui part de ce point, doit aboutir en Z.
Prenons maintenant, dans la fig. 11, une autre fonte, p. ex. p, sur la
droite ce, ; on reconnait qu’il doit partir de ce point une courbe de soli-
dification qui aboutit aussi en ¢, et il en sera de méme de toutes
les autres courbes de solidification qui partent d’un point de la droite
ee,. Si Pon prend donc dans la fig. 3 divers points sur la droite /m,
les courbes de solidification qui partent de ces points aboutissent
toutes en /.

Il résulte donc, de ce qui précéde, qu’il y a une grande différence
entre la solidification de premiére et de seconde espéce; cette différence
est exprimée entre autres par les voies tout a fait différentes que la fonte
parcourt pendant sa solidification. On a notamment:

Solidification de premicre espece. 11 y a quelques faisceaux de cour-
bes de solidification; il se peut aussi qu'il n'y en ait qu'un seul; chaque
faisceau émane d’un point déterminé.

Solidification de deuxiéme espéce. Chaque point du triangle est le
point de départ d'une courbe de solidification.

Considérons maintenant d'un peu plus pres la solidification de pre-
miére espéce. Soit @ (fig. 10) unc fonte situde sur la voie de solidifi-
cation Bae. Menons la tangente par @, et supposons qu’elle coupe 4B
en a,; menons de méme en ¢ la tangente ¢¢,. On voit facilement qu'il
se dépose continuellement des cristaux mixtes, pendant que la fonte
parcourt le chemin de a vers e. Les premiers cristaux qui se forment
ont la composition a,, les derniers la composition ¢,. La substance solide
qui s’est déposée est donc un conglomérat de cristaux mixtes, dont la
composition varie de @, & ¢,. Nous avons encore & considérer le cas od
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se séparent des cristaux mixtes et, en méme temps, une des composan-
tes. Soit (fig. 12) ¥/, 7, I, 1a courbe de solidification ternaire, c. 3 d. la
voie de solidification .}/.C; supposons en outre que Cm I soit un triangle
de trois phases. La droite  m, m, m, est une partie du cité 4B et C est
un des sommets du grand triangle 4BC; les points m et / ont la méme
signification que dans la fig. 3. Il résulte de la fig. 3 que les points /et
m se rapprochent du c6té C.A & mesure que la temperature s'abaisse ;
pendant la solidification, les points / et m de la fig. 12 se déplacent donc
dans la direction des fléches.

Fig. 12.

Prenons d’abord une fonte dont la composition est donné: par «; au
commencement il ne se séparera que la composante C, et ce n'est que
plus tard que viendront s’y ajouter des cristaux mixtes. Quand la tem-
pérature s’est abaissée au point que le ¢6té C/ du triangle passe par s,
la fonte s se sépare en la composante C et en une solution /. Si I'on
abaisse la température jusqu'd ce que le triangle des trois phases ait
atteint la position C/;m,, le point s pénétre dans le triangle ct il se
forme une solution /, la composante C et des cristaux mixtes »,. On.
voit qu’ici encore on a & distinguer deux sortes de solidifications.

Solidification de dewrieme espéce. Cousidérons d’abord ce cas-ld,
puisqu’il est le plus simple. Nous admettons donc que tout retard soit -
exclu, de sorte que les cristaux mixtes déja formés se mettent conti-
nuellement en équilibre avec la fonte. Nous venons de voir que la
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fonte s a laissé déposer la composante C et les cristaux mixtes m,, et
que par la elle s’est transformée en une fonte Z,. Si ’on abaisse la tem-
pérature encore plus loin, de sorte que le triangle prend la position
Cimyl,, I, est la composition de la fonte et s, celle des cristaux mixtes;
enfin, quand le triangle est arrivé en Cim,l,, la solidification a pris fin,
puisque la fonte s’est transformée en un conglomérat de C et de cristaux
mixtes u et qu’il ne reste plus de liquide. On voit ainsi que la solidi-
fication ternaire (dépdt d’une composante | cristaux mixtes) commence
quand le c0té C! du triangle mobile passe par le point s, et qu’elle finit
quand c’est le c6té Cm qui passe par ce point.

Si I'on prend une fonte comme 7, les phénomeénes sont les mémes; la
seule différence, c’est que la premiere solidification commence par une
séparation de cristaux mixtes.

- Sililification de premiere espece. Nous admettons maintenant que la
vitesse de transformation des cristaux mixtes soit infiniment petite, et,
comme cas limite extréme, nous pourrions supposer que la fonte ne se
transforme ni avec les cristaux mixtes, ni avec la composante solide.
Soit s ou r la composition de la fonte. A la température a laquelle
apparait le triangle Cm/, la solidification ternaire commence et / est la
composition de la fonte. Quand le triangle a atteint la position €z, 7, ,
{ s’est transformé en /; et il s’cst déposé des cristaux mixtes, dont la
composition initiale est s et la composition finale »,. On voit aisément
que la solidification n’est pas encore terminée quand le cité Cim passe
par 7 ou s; dans le cas de la fig. 3, la solidification ne prend fin qua
la température de solidification eutectique du systéme CA.

Faisons encore une comparaison rapide des deux espéces de soli-
dification.

Solidification de premiére espece.

a. La solidification commence par la séparation d’une des composantes.

La voie de solidification de la fonte est d’abord une droite; & partir
du point od cette droite coupe la courbe de solidification ternaire, la
foute parcourt cette courbe jusqu’an point eutectique.

0. La solidification commence par la formation de cristaux mixtes.

La voie de solidification de la fonte est d’abord une courbe (comme
p- ex. dans la fig. 10); & partir du point, ol cette courbe coupe la
courbe de solidification ternaire, la fonte parcourt cette courbe jusqu’au
point eutectique.
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Dans les deux cas le solide déposé espufi conglomérat d'une des com-
posantes et de toute une série de cristdux mixtes, dont la composition est
différente.

Solidification de denxiéme espece.

a. La solidification commence par le dépit d’une des composantes.

La voie de solidification de la fonte est d’abord une droite; & partir
du point ol cette droite coupe la courbe de solidification ternaire, la
fonte parcourt une portion de cette courbe et se congéle entiérement a
une température plus élevée que la température eutectique.

h. La solidification commence par une séparation de cristaux mixtes.

La voie de solidification de la fonte est d’abord une courbe (comme
p. ex. abede de la fig. 11); & partir du point ol cette courbe coupe la
courbe de solidification ternaire, la fonte parcourt une partie de cette
courbe de solidification, et elle est entiérement solidifiée avant d’avoir
atteint la température eutectique.

C. Influence de substances étrangéres sur le point de fusion eutectique
de deux corps.

Dans I'addition d’une substance & une autre, on a & distinguer le
cas ol les deux substances forment des cristaux mixtes et celui ol elles
n’en forment pas.

Quand il ne se forme pas de cristaux mixtes, on sait que le point de
congélation de chacune des deux substances est abaissé par 1'addition
de I'autre; mais, quand il s’en forme au contraire, on peut observer
tout aussi bien une élévation qu’un abaissement du point de congéla-
tion.

M. Bagnuis Roozesoos (loc. cit.) est notamment arrivé aux conelu-
sions suivantes. Soient (7, la concentration de la nouvelle composante
dans la solution ou dans la fonte, et Cy la méme concentration dans les
cristaux mixtes; on observe

une élévation du point de solidification quand Cy > C,,
un abaissement du point de solidification quand C;. > Cy.

Demandons-nous maintenant ce qui arrive, quand on ajoute une
troisiéme substance & un mélange de deux corps. On peut évidemment
avoir une infinité de fontes binaires de diverses compositions; entre

ARCHIVES NEERLANDAISES, SERIE T, TOME XI. 6
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toutes, nous prenons d’abord le mélange eutectique et nous nous deman-
dons: ,,Quelle sera I'influence de 1’addition d'une nouvelle substance
sur le point de fusion eutectique de deux corps®”’

Nous avons & distinguer ici divers cas, puisque les trois corps peu-
vent former, ou non, des cristaux mixtes, et que ces derniers peuvent
étre binaires ou ternaires.

Cette question, je la traiterai plus tard dans toute sa généralité; pour
le moment je me borne aux cas que nous avons considérés dans ce qui
précéde.

Nous prenons donc deux corps, comme A et C, et nous y ajoutons
la nouvelle substance B, qui ne peut former des cristaux mixtes qu’avec
I'une des deux premiéres, savoir avec 4. A la température eutectique,
la fonte peut étre en équilibre avec 4 et avec €. Ajoutons-y maintenant
une petite quantité de la troisiéme substance B; la fonte peut alors étre
en équilibre, & une température un peu différente, aussi bien avec le
solide € qu’avec des cristaux mixtes(4.B). Dans nos figures précédentes
8, 8 et 9, les états d'équilibre entre fonte, composante £ et cristaux
mixtes sont représentés par des triangles.

Quand on n'a ajouté qu’une petite quantité de la composante B, les
- cristaux ‘mixtes et la fonte ne contiennent qu'une faible proportion de
cette substance, et le triangle est situé dans le voisinage immédiat du
coté AC. Aussi longtemps que la composante B fait dcfaut, le triangle
coincide avec le coté 4C.

Considérons le triangle Ci/ dans les tigg. 3, 8 et 9. Nous avons dit
que, pour les figg. 3 et 8, la température, & laquelle apparait le
triangle, est plus élevée que la température eutectique des composantes
A4 et C; dans la fig. 9, au contraire, elle est plus basse. Dans les cas
des figg. 3 et 8, la température de solidification eutectique est élevée
par I'addition de la composante B, et dans le cas de la fig. 9 elle est
abaissée. Aussi le triangle Cm/ a-t-il dans la fig. 9 une toute autre
situation que dans les figg. 8 ou 3; dans la fig. 9, / est notamment
situé en dehors du triangle formé par les points .4, C et m; dans les
figg. 3 et 8 il est situé & I'intérieur de ce triangle. Figurons-nous que
nous ayons mené, dans ces figures, une droite par les points B et /, et
nommons £’ le point ol cette droite coupe Cm. Le point ¢’ indique un
complexe constitué par C et , et Pon voit que, dans la fig. 9, la fonte
/ a une teneur en B plus grande que Z’; c’est le contraire dans les figg.
8 et 3. Comme ce complexe jouera un rdle dans la suite, je lui donnerai
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un nom: je 'appellerai le complexe correspondant. Ce complexe 7’ est
notamment un conglomérat de la composante C et des cristaux mixtes
m; ce n'est donc pas une phase homogeéne, mais un mélange des deux
substances solides gui se séparent de la fonte. Voici maintenant com-
ment on peut formuler la différence de position du triangle 4l» dans
les figg. 3, 8 et 9: dans les figg. 3 et 8 la fonte a une teneur en B plus
faible que le complexe correspondant; dans la fig. 9 elle a au contraire
une teneur plus élevée.

En rapport avec ce qui précéde, nous trouvons done:

La température de solidification eutectique de deux corps:

a. 8'abaisse par addition dune nowvelle composante quand la fonte
contient une plus grande proportion de celle troisicme substance que le
complexe correspondant;

b. &éléve quand la fonle contient une plus faible proportion dela
troisicme substance que le complexe correspondant.

Ce théoréme, nous venons de le déduire dans ’hypothése que le com-
plexe correspondant se compose d'un conglomérat de cristaux mixtes et
d’une des composantes. Je ferai voir prochainement qu'il est général, et
est méme vrai quand le complexe se ‘compose de diverses substances.
Figurons-nous un complexe formé des composantes 4, BB, C, D etc., et
représentons par N la composante additionnelle. Soit #NV + 2,4 +
B+ n,CH...... la composition de la solntion Z, et appelons K|,
K,, K, etc. les corps solides qui peuvent étre en équilibre avec cette
solution; ces solides peuvent &tre toutl aussi bien des composantes que
des cristaux mixtes. Mélangeons maintenant les solides K, K,, & etc.
en proportions telles qu’il se forme un conglomérat, od le rapport
des composantes 4, B, C etc. soit le méme que dans le liquide /, c.ad.
ny:ny:ny ete. Ce conglomérat constitue maintenant notre complexe
correspondant, qui contiendra en outre la composante &, dés qu'une
des phases solides forme avec &V cristaux mixtes.

Entre 1a nouvelle composante, le complexe et le liquide on a donc la
relation, qu’une des deux derniéres phases peut étre obtenue en ajoutant
3 Dautre une certaine quantité de la nouvelle composante. Quand la
quantité de la nouvelle composante devient infiniment petite, le complexe
se rapproche de la composition du liquide /. Ce liquide devient évidemment
le liquide eutectique, et la composition du complexe se rapproche de celle
du liquide eutectique, qui ne contient que les composantes 4, B, C etc.

(5
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Si nous comparons la régle pour la variation du point de congélation
d’une substance pure, par 1'addition d’une nouvelle substance, avec
celle que je viens de donner, nous constatons une parfaite analogie. On
n’a qu'a remplacer substance pure par complexe correspondant, et
point de congélation de la substance pure par point eutectique du
systéme observé.

De cette régle générale on peut déduire beaucoup de cas particuliers.
Quand leau est une des composantes, la température eutectique peut
étre appelée cryohydratique. Supposons que la nouvelle substance ne
forme pas de cristaux mixtes avec les autres composantes. Si nous
ajoutons la nouvelle substance, elle fera bien partie de la fonte, mais
n’entrera pas dans le complexe correspondant; nous aurons donc que:

La température de solidification eutectique (cryokydratique) de quel-
ques corps est abaissée par Uaddition d'une nouvelle substance.

Cette régle générale est susceptible de bien d'autres applications
encore, sur lesquelles je reviendrai plus tard. Une régle pareille s’ap-
plique & la variation de la tension de vapeur.

Tyer priNcipal L (suife).
A. Les isothermes.

Dans ce qui précéde, nous n’avons considéré que les types 1, 2 et
8 du type principal I; nous avons encore & examiner les types 4, 5 et 6.

Types 4 et 5. Nous admettons de nouveau que deux seulement des
composantes, savoir 4 et B, forment des cristaux mixtes, de sorte
qu'il ne peut se présenter que des cristaux mixtes binaires, contenant
A et B. Le manteau des cristaux mixtes se réduit dans ce cas & une
courbe située dans le plan limite .4 B; nous lui avons donné le nom de
courbe des cristaux mixtes et nous 'avons représentée par £ (4B).

Quand les cristaux mixtes forment une série ininterrompue d’une
méme espéce, la courbe J(.1B) est convexe vers le bas en tous ses
points, ainsi que je I'ai déja dit. Dans le cas des types 4 et 5 il n’en
est plus de méme. Considérons notamment le cas ol les fontes donnent
par congélation une série de cristaux mixtes dans laquelle existe une
lacune. Alors la courbe ¢ de ces cristaux mixtes n’est plus convexe
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vers lc bas en tous ses points, mais elle présente une partie concave. La
fig. 13 représente le plan limite .{B; la courbe pointillée A"B” est la
courbe J des cristaux mixtes. Comme cette courbe offre une partie con-
cave vers le bas, il est possible d'y mener une tangente double a"4".
Les points « et 4 déterminent maintenant la limite de miscibilité A la
température & laquelle se rapporte la courbe J (.4B). On ne peat donc
obtenir que des cristaux mixtes dont la composition est comprise entre
A et a d’une part, et entre B et 4 d'autre part; des points situés entre
a et ) ne représentent pas des cristaux mixtes homogenes, mais des com-
plexes des cristaux mixtes a et 4, c. & d. des cristaux limites, que je
représenterai pour abréger par A
M, et M. Aussi longtemps que
nous ne cousidérons que les états
d’équilibre stable, nous n’avons
a considérer que les deux portions
A"a" et B"0" de la courbe I des
cristaux mixtes, et la droite a"0”;
la portion de la courbe située au-
dessus de «"0” peut étre laissée
de cdté.

L’autre courbe dessinée dans
la fig. 13, la courbe A'B, est la
courbe limite A4 B, c.2 d. la courbe Fig. 13.
suivant laquelle la surface
touche le plan limite 4B; elle fait donc connaitre les valeurs de la
fonction ¢, pour les mélanges liquides composés de 4 et B. Aux tem-
pératures trés basses, oii tous les mélanges binaires ./ sont solides, la
courbe limite .'B’ doit-étre située toute entitre au-dessus de A"B".
A des températurcs plus élevées, od w’existent plus que des liquides,
A’ B’ est au-dessous de A"/,

Quand la température vient & varier, les deux courbes changent de
forme el de position; d des températures tris basses, c’est .4"B" qui a
la position la plus basse, comme je viens de le dire; a des tempcratures
assez €levées cest I’ /7. Tl y aura donc aussi des températures ol ces
courbes s’entrecoupent; j’ai représenté un cas tout particulier, notam-
ment celui ot la droite bitangente a")” touche la courbe 4'B’ en un
point £’

Py
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Pour examiner tous les cas d'équilibre possible, on doit considérer
comme plus haut deux cOnes et une surface réglée. Figurons-nous que
nous ayons construit au-dessus du triangle de la fig. 14 la surface &
relative & une température déterminée, et que nous ayons élevé au point
C l'ordonnée ¢ (C). A partir de l'extrémité de cette ordonnée, nous
décrivons les deux cdnes que j’ai nommés tantdt C. L et C. 4B. Ces
deux cdnes ont leur sommet au point situé au-dessus de C; le cne C. L
enveloppe le manteau liquide, ¢ a d. la surface J; le céne C. 4B a la
courbe {(.4B) pour directrice. Quant 3 la surface réglée que nous
avons & considérer, et que j’ai représentée plus haut par L. 4B, elle
est engendrée par le roulement d’un plan, tangent d*une part au man-
teau liquide, et coupant d’autre part le plan limite 4B, suivant une
droite tangente a la courbe J (.113).

Pour les types 4 et 5 la forme du cone diff tre quelque peu de celui
des types 1, 2 et 3; on peut notamment y mener un plan doublement
tangent, qui le touche suivant deux génératrices; 'une de ces généra-
trices passe par le point «” de la fig. 13, I'autre par le point 47, toutes
deux d’ailleurs par le sommet du cone. Les deux génératrices forment
avec la droite &"0" un triangle, que nous pouvons appeler le triangle
des trois phases CAL,.M,, ainsi que nous le verrons plus loin. Prenons
d’abord le cas, ou la température est suifisamment basse pour que non
seulement la courbe 1" B" soit située tout &
fait au-dessous de la courbe A4’H’, mais en-
core pour que le cone C.AB soit tout entier
au-dessous du cdéne C.Z et de la surface
réglée L. AB. Dans ces conditions, c’est le
cone C.AB seul qui représente les états
d’équilibre  Projetons ce céne sur le plan

Fig. 14. du triangle; nous obtenons alors la fig. 14,

olt Cub est la projection du triangle des trois

phases. Le triangle cst subdivisé en trois champs, chaque point du

champ C.{a fait connaitre un complexe du solide C et de cristaux mix-

tes de composition déterminée; il en est de méme du champ CbB; ainsi

p. ex. le point ¢ représente un mélange du solide C et de cristaux mix-
tes dont la composition est f.

Les points situés & 'intérieur du champ Ca/ représentent des conglo-
mérats du solide C et des deux cristaux limites M, et M.

Nous venons de cousidérer le seul cas, o les états d’équilibre sont
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déterminés uniquement par le céne C. 4B. Considérons maintenant un
cas ol c’est la surface réglée L. AB qui les détermine. Il faut alors
évidemment que la courbe 4”5 de la fig. 13 soit encore tout entiére
au-dessous de la courbe .4'5. On voit facilement que la projection de
cette surface réglée sera alors & peu pres telle que le représente p. ex.
la configuration BbaAcls de la fig. 18 (p. 90). Le triangle Zba de celte
surface réglée est la projection d’un plan qui touche cette surface réglée
suivant deux généralrices; I'une d’elles passe par le point 4", ’autre par
le point 6" de la fig. 13; le point 7 de la fig. 18 est P'intersection de ces
génératrices, et en méme tenps le point ol le plan tangent touche la
surface . 11 est de nouveau aisé de reconnaitre qu'en ce point ¢ la
courbe sZv présente une discontinuité; j’y reviendrai plus loin.

Chaque liquide de la courbe sf peut étre en équilibre avec des cris-
taux mixtes, de composition déterminée, de la portion Bb; ainsi p. ex.
le liquide », avec les cristaux mixtes »,, le liquide / avec les cristaux
mixtes 4 etc.; chaque liquide de la courbe /v peut étre en équilibre
avec des cristaux mixtes déterminés de la portion a.4, tandis que le
liquide ¢ peut étre en équilibre & la fois avec les deux cristaux limites
l’[a et M, be

J’ai dessiné dans la fig. 18 les projections de quelques génératrices,
ou lignes de conjugaison, de la surface réglée, dans le voisinage des
cOtés Bs, Av, bt et at; elles sont sensiblement paralléles & ces cOtés.

Les complexes situcs & I'intérieur des portions Bbfs et Aavt se com-
posent de liquide et de cristaux mixtes; ainsi p. ex. le complexe # se
compose du liquide », et des cristaux mixtes #, etc. Des points & I'in-
térieur du triangle «// donnent des complexes, qui se composent du
liquide £ et des deux cristaux limites M, et M,; on peut donc consi-
dérer le liquide ¢ comme saturé par les deux cristaux limites. En par-
lant dans la suite du triangle 7ba, je I'appellerai le triangle des trois
phases LM, M,, pour bien faire voir qu'il représente 1’équilibre entre
un liquide L et les deux cristaux limites M, et M,,.

Revenons maintenant 3 la fig. 14; nous avons déduit cette figure
dans le cas ol le céne est situé tout entier au-dessous de la surface &.
Elevons maintenant la tempdrature; le cone se rapproche de plus en
plus du manteau liquide et y devient tangent & une certaine tempéra-
ture. Admettons que ce point de contact soit situé dans le plan limite
BC; 3 une température un peu plus élevée encore, 1’isotherme prendra
une forme comme l'indique la fig. 15. On trouve dans cette figure,
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outre les champs de la fig. 14, quatre nouveaux champs. En premier

lieu le champ Crf, une partie de la projection du cine C.L; puis

Bmst, une partie de la projection de la surface réglée L. ARB; et s/r, la

projection de cette partie Ia de la surface J, qui a la situation la plus

basse. Nous avons encore le triangle (7. le plan de ce triangle touche

le cone C.AB suivant la génératrice Cim, le cbne C. L suivant €7, la

surface réglée I,..4 B suivant m¢ et la surface  au point /. Des points

A Yintérieur du triangle '/ font connaitre des complexes, composés du

liquide /7, de la composante C et des

cristaux mixtes de composition sw;

dans la suite jappellerai ce triangle

le triangle des trois phases LCM. Les

liquides situés dans la partie rsf ne

sont pas saturés; ceux de la courbe r/

peuvent étre en équilibre avec le

solide (' et ceux de la courbe s/ avec

ca SV des cristaux mixtes. On voit par la

Fig. 15. figure qu'd cette température une

partie des cristaux mixtes, savoir de

B i, peuvent &tre en équilibre avee des liquides; les autres, anxquels

appartiennent aussi les deux cristaux limites A/, et M, ne peuvent
coexister qu'avee le solhide €.

A cette température, le triangle est divisé en sept champs, qui sub-
sistent quand la température s'éleve, jusqu'a ce qu’il se produise
quelque chose de nouveau; il va de soi, qu’d mesure que la tempéra-
ture s'éléve les champs changent de forme et de situation; c’est ainsi
que les deux triangles C/m et Cal se rapprochent 'un de I'autre.

Aux températures ot les isothermes ont la forme de la fig. 15, le
plan du triangle des trois phases ('), )/, est tout entier au-dessous de
la surface ; par ¢lévation de température, ces deux surfaces se rap-
prochent de plus en plus et elles finissent par se toucher. La fig. 16
montre la forme des isothermes dans ces circonstances; 7 est la projec-
tion du point de contact. Le champ Cwi de la fig. 15 disparait & cette
température, et les deux triangles des trois phases se juxtaposent par un
cbté, ce qui donne naissance au quadrilatére Cuff de la fig. 16. A cette
température le liquide peut Ctre en équilibre avec trois phases solides,
savoir C et les deux cristaux limites A, et JM,. A cette tempéra-
ture existe donc I'équilibre I + € + M, -+ M,; cette température
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est donc bien déterminée; nous verrons plus tard que c'est une tempé-
rature de transformation dans le systéme ternaire.

Flevons maintenant la température au-dessus de la température de
transformation, le plan bitangent au cdne coupe alors la surface J, de
sorte que, si nous nous bornons i considérer des phases stables, le
triangle des trois phases C.M, )/, disparait. On obtient alors pour les
isothermes une forme comme le montre la fig. 17. Si nous ne considé-
rons que les parties les plus basses des diverses surfaces, CAm est la
projection du edne C. 4B, Cro celle du cone C./ et mab Bstv celle de la
surface réglée .. AR. 1l y a ensuite deux plans tangents, savoir Cmov,
qui touche les cines C. AB et C. L et la surface réglée L. AB, et adt
qui est un plan doublement tangent a la surface réglée.

Fig. 16. Fig. 17.

Comparons maintenant entr’elles les deux figures 15 et 17; la fig. 15
se rapporte & des températures inférieures an point de transformation,
la fig. 17 & des tempdratures supérieures. On voit dans les deux figures
deux triangles de trois phases, mais ces triangles sont tout différents.
Au-dessous de In température de transformation, les deux cristanx
limites M, et A, peuvent étre en équilibre avec le solide ('; au-dessus
de cette température ils sont en équilibre avec un liquide, savoir #
(fig. 17). Aux deux tempcratures on a encore des cristaux mixtes, de
composition », qui peuvent étre en équilibre avec le solide C et avec
un liquide. Mais la composition de ces cristaux mixtes est fort diffé-
rente pour les deux températures; un peu au-dessous du point de
transformation, elle ext voisine de .}/, un peu au-dessus clle est voi-
sine de M.

A la température de transformation méme, on a le quadrilatére Cudf;
ce quadrilatére est issu des deux triangles de la fig. 15, notamment par
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leur juxtaposition suivant la diagonale C&; si 'on partage le quadrila-
tere suivant la diagonale Za, on obtient les triangles de la fig. 17.

Si 'on songe que chaque triangle représente un systéme de trois
phases, on voit qu'a cette température de transformation se produit la
réaction

C+ M, =M, + Iy;

cela veut dire que, par ¢lévation de température, un mélange du solide
C et des cristaux limites A, se transforme en cristaux mixtes M, et
solution. II se produit donc une transformation de 1'une espéce de cris-
taux mixtes dans I’autre; en méme temnps une des composantes disparait
et il se forme une solution.

Quand nous élevons davantage la tempcrature, diverses occurences
sont possibles; je n’en considérerai que quelques-unes. 11 se peut p. ex.
que la fig. 17 soit uniquement modifiée par le fait, que la courbe /s,
au lieu d’aboutir sur le ¢6té C'f3, se termine en un point du coté 4 B.

Mais il se peut aussi que le triangle

destrois phases«d/ disparaisse d’abord ;

nous verrons plus tard de quelle
maniére cette disparition peut se pro-
duire. Une autre possibilité encore,
cest que le triangle Cme disparait
d’abord; cela s’opére ainsi, que les
deux points » et v viennent simulta-
nément sur le ¢ité CA; les rapports
A que'on observe alors sont représentés
fig. 18. Nous avons déja considéré
tantdt la surface réglée de cette figure;
Cru est la projection du cone C.Z. Les deux champs hétérogénes sont
séparés maintenant par le champ homogene sfvur et ils restent séparés
quand la température s'éléve. Les points de fusion des composantes
déterminent évidemment lequel des deux champs hétérogénes disparalt
le premier; mais je ne m’occuperai que de (uclques-unes des transfor-
mations, que la surface réglée peut présenter.

En déduisant la surface réglée de la fig. 18, nous avons encore sup-
posé jusqu’ici, que la courbe { des cristaux mixtes était située tout
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entiére au-dessous de la courbe limite, c. 2 d. que la courbe 4"B" de la
fig. 13 était tout entiére au-dessous de 4'B’. A mesure quela température
g'éléve, les deux courbes se rapprochent I'une de I'autre; si I’on consi-
dére la droite bitangente «"4”, on voit qu’elle doit toucher la courbe
A'B’ 3 une certaine température. Le point de contact peut étre situd,
ou non, entre les deux points a” et 4”; c’est le dernier cas qui est repré-
sent¢ dans Ia figure; le point de contact est £’ et, ainsi que nous le ver-
rons, les cristaux mixtes binaires 4B appartiennent alors au type 4,
c. 2 d. celui ol la courbe de solidifi-
cation binaire offre un point de trans-
formation.

Considérons ce cas d’abord, et par-
tons de cette hypothese, que la courbe
A'B delafig.13 soit encore au-dessous
de A"B". A mesure ue la tempéra-
ture s’éléve, elles se rapprochent I'une
de I'autre, et il arrivera un moment /.
ol les deux extrémités B et B” coin- € £—
cident. Nous avons vu plus haut Fig. 19.
que, dans ce cas, la courbe /s de la
fig. 18 doit passer par le sommet B; si 'on imagine que dans la fig. 18
le point # coincide avec B, on a une représentation de l’isotherme pour
cette température, qui est évidemment le point de fusion de la compo-
sante B.

Pour une température un peu plus élevée encore, les deux courhes
A'B et A"B” de la fig. 13 s’entrecoupent, et nous obtenons la fig. 19
comme projection de la surface réglée.

Tous les cristaux mixtes dont la composition est comprise entre A et
M, sont encore réalisables, mais de cenx compris entre M, et B il ne
peut exister qu’une portion, savoir de & & w. Les cristaux binaires w
peuvent étre en équilibre avec le liquide binaire s; le liquide £ est encore
une solution non-saturée des deux cristaux limites ¥, et M,.

Elevons maintenant la température jusqu'a ce que la courbe A'B’
touche la droite bitangente ”4”, en un point ¢'. Cette température est la
température de transformation du systéme binaire 4B; de la fig. 13 on
déduit aisément, qu’a cette température se produit la réaction :

M, =M, + L.
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Les cristaux mixtes .}/, disparaissent donc en donnant naissance aux
autres cristaux mixtes M, et & la solution 7.

Considérons maintznant la surface réglée L. .1B; aussi longtemps (ue
A'B’ est plus élevé que a”0”", il est possible de mener un plan double-
ment tangent; mais, au moment du contact, le plan bitangent disparait
et est remplacé par la droite «”6"#. La projection de la surface réglée
est alors représentée en quelque sorte par la fig. 20. On peut se figu-
rer qu’elle résulte de la fig. 19 par la coincidence des cités o/ et af du

triangle des trois phases avec le c6té

A B dutrianglefondamental. 1l résulte

aussi de la considération de la fig. 13,

que le point s coincide avec f et »

avec 0. Maintenant comme aux tem-

pératures plus basses, le liquide # peut

encore étre en équilibre avec les deux

cristaux limites M, et A,; seulement,

L e liquide n'est plus ternaire, mais
~ binaire.

Fig. 20. Quand nous élevons la température

au point de lui faire dépasser quelque

peu le point de transformation dans le systéme binaire, le point & de

la fig. 20 disparait, et la surface réglée prend la forme Aafv de la fig. 20;

toutefois, le point « ne représente plus un cristal mixte limite. Dans

les états d’équilibre stable on ne trouve plus de cristaux limites, pas

plus les cristaux M, que M,.

En déduisant les isothermes précédentes, nous avons admis que, des
deux triangles de trois phases C.}H [ (triangle Cinr) et M, M, L (triangle
abt), qui se présentent & la température & laquelle se rapporte la fig. 17,
c'est le systtme C.M [ qui disparaissait le premier. Or, il se peut tout
aussi bien que le triangle «0f ait déja disparu quand I'autre Cmo existe
encore. Quand la température eutectique dn systéme CA est plus basse
que la température de transformation du systtme 4B, c’est le triangle
Com. qui disparait le premier; mais, quand la température de transfor-
mation du systéme 4B est inférieure d la température eutectique du
systtme AC, c'est le triangle a0 qui disparait en premier lieu. Le lec-
teur n’a qu’a introdnire lni-méme les changements qui en sont la con-
séquence.
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Dans les figg. 18, 19 et 20 on trouve encore toujours le cone Cru;
quand c’est la composante C qui a le point de fusion le plus élevé,
c’est évidemment la surfice réglée qui disparait la premiére, et il suc-
cédera & la fig. 20 une autre qui n'offrira plus que le cdne Cru; mais,
si le point de fusion de C est plus bas que celui de B, la courbe r« de
la fig. 19 fait défaut etc. J’abandonne au lecteur le soin d’apporter ces
petits changements & la figure.

Nous avons déduit les isothermes des figg. 14 & 20 en partant des
deux hypothéses suivantes:

a. il se présente une température de transformation dans le systéme
ternaire;

b. il s'en présente une aussi dans le systéme binaire 4B (type 4).

Admettons maintenant:

a. il se présente une température de transformation dans le systéme
ternaire;

6. dans le systéme 473 on rencontre un point eutectique (type 5).

Dans ces circonstances on obtient de nouveau une série d’isothermes
comme dans les figg. 14 & 15; mais & cette derniére il en succdde une
nouvelle que je me propose de déduire & présent.

Quand il existe dans le systéme binaire une température eutectique,
la courbe 4'B’ de la fig. 13 doit toucher la droite bitangente 24" en
un point compris entre a” et 4”. Nommons de nouveau ce point ¢’ et sa
projection Z. Pour simplifier, nous supposerons d’ailleurs que le point
A’ est situé au-dessus de 4", et B au-dessus de B”. A cctte température
se produira la réaction:

M, + M, = I

Comme il n’existe plus de liquide, dans le systéme binaire, au-dessous
de cette température, on a bien affaire & la température eutectique.

Construisons maintenant, dans la fig. 13, la surface réglée L. .15 et
projetons la sur le plan du triangle; la configuration que 'on obtient
ainsi est représentée par stvAalbB dans la fig. 21; les points «, # et &
sont les projections des points &, #* et 4. Les deux cristaux limites
M, et M, peuvent étre en équilibre avec le liquide /; chaque cristal
mixte de la portion 6B peut étre en équilibre avec un liquide de la
courbe s¢, et chaque cristal de la portion «.4 avec un liquide de #».

On peut se figurer aisément comment la fig. 21 résulte de 15. 11 faut
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notamment que, dans la fig. 18, le triangle ¢ disparaisse, et cette
transformaton s’opére ainsi, que le point ¢ du cité ab vient se placer
entre a et . C’est d’une facon analogue que la fig. 20 est issue de 19;
toutefois, dans cc cas, le sommet ¢ du triangle ne tombe pas entre les
points a et &, mais & coté.

A des températures plus élevées encore, les deux parties de la sur-
face réglée, qui se tiennent encore au
point ¢ daus la fig. 21, se détachent
I'une de I'autre, de sorte que les deux
courbes s¢f et v/ se séparent. On ob-
tient alors trois champs hétérogénes,
qui disparaissent I’un aprés I'autre a
mesure que la température s’éléve; le
champ qui disparait le premier est
évidemment celui qui appartient & la
composante avec le point de fusion le

Fig. 21. plus bas.
Dans ce qui précéde, nous n’avon s
considéré que les formes les plus simples que les isothermes peuvent
prendre; j’abandonne au lecteur I'examen des cas plus compliqués.

Type 6. Dans nos considérations précédentes nous avons toujours
supposé, que les cristaux mixtes qui se déposent sont tous de méme
espdce. Supposons maintenant que les fontes se congelent en deux
espdces de cristaux. Cela veut dire que les substances .1 et B sont
isodimorphes. ,

Admettons que 4 puisse cristalliser en deux états, que nous distin-
guerons par les indices z et 3, donc dans les états 4, et 45. La sub-
stance B aussi peut prendre les deux états solides B, et B,. Alors 4,
et By peuvent former des cristaux mixtes, que j’appellerai les cristaux
; de méme .4, et By forment des cristaux mixtes 3.

Pour chaque espéce de cristaux mixtes il y a évidemment une courbe {;
la courbe des cristaux «, je 'appellerai la courbe « et celle qui se rap-
porte aux cristaux mixtes 3, la courbe 3.

Supposons maintenant que la courbe « soit toute entiére au-dessous
de la courbe 3. Alors les deux composantes et leurs cristaux mixtes
n’existent que dans le seul état , et si nous nous hornons & considérer
les états stables, tout se passe comme si les deux substances 4 et B



CRISTAUX MIXTES DANS DES SYSTEMES TERNAIRES, 95

étaient simplement isomorphes. On peut toutefois se figurer aussi que
la courbe z soit la plus basse aux deux extrémités, mais que la courbe
»3 soit inférieure en son milieu a la courbe x. Alors les deux substances
se solidient dans I'état z, et les mélanges liquides voisins de { et B
déposent aussi des cristaux mixtes x; mais entre deux limites se pré-
sentent des cristaux 3. Comme les deux courbes z et 3 s’entrecoupent
en deux points, on peut y mener deux tangentes doubles; il ¥ a done
deux lacunes dans la série des cristaux mixtes.

Si nous considérons toutes les compositions entre .{ et B, nous
avons d’abord des cristaux z, puis une lacune a laquelle succédent des
cristaux 3; puis vient de nouveau une lacune et enfin encore une fois
des cristaux z.

Il peut d’ailleurs se présenter un autre cas encore, savoir celui ol les
deux courbes s’entrecoupent en un seul point; notamment si nous
admettons que du cité de A4 ce soit la courbe = qui a la position la
plus basse et du coté de B la courbe ;3. Alors la composante 4 devient
solide dans Pétat ., et B dans P'état Bg; les cristaux mixtes qui con-
tiennent une forte proportion de { se déposent alors dans I'état z et
ceux avec une forte proportion de B dans I’état 3. Entre les deux existe

_évidemment une lacune.

Dans ce qui précede, nous avons distingué trois cas, suivant que les
deux courbes J des cristaux mixtes ne présentent pas d’intersection, ou
présentent un point d'intersection, ou deux. Dans la suite, je ne con-
sidérerai que le cas ol il y a un seul point d’intersection; le lecteur
déduira lui-méme les isothermes pour les autres cas.

Si nous nous bornons & considérer des états stables, nous n’avons pas
d nous occuper des deux courbes ¢ dans toute leur étendue; la construc-
tion suivante suffit. Menons d’abord une tangente commune aux deux
courbes; soit ¢” le point de contact avec la courbe x et 4" le point de
contact sur la courbe 3. De a” vers .{ s’étend la portion la plus basse
de la courbe z, et de 4" vers B la portion la plus basse de la courbe 3.

Supposons que dans la fig. 13 la portion 2"0" de la courbe A" B” soit
laissée de cOté, et imaginons que A"a” soit une portion de la courbe «,
qui, prolongée, aboutirait en un point au-dessus de B”. Soit de méme
B’6" la courbe 3, dont le prolongement se terminerait en un point
au-dessus de A4". On voit maintenant que la courbe des cristaux mixtes,
pour autant qu’elle ne représente que des états stables, se compose de
trois parties, savoir B"6", b"a” el a”"4", c. & d. des trois mémes trongons




96 P. A. H. SCHREINEMAKERS.

que pour les types 4 et 3, que nous avons examinés ci-devant. La
seule différence, c'est que dans les cas 4 et 5 les deux portions «”" 4" et
B°0" fout partie d’'une méme courbe, tandis qu'elles appartiennent &
des courbes différentes dans le cas du type 6. Tl en résulte que les deux
cristaux limites M., et M, ne sont plus de méme espéce; tous les cris-
taux mixtes entre A et A, sont du type x et tous ceux entre B et
M, appartiennent a I'état 3.

Si nous considérons encore la courbe limite .{'B’, nous voyous de
nouveau que son point de contact avec a”4” peut étre situé sur le pro-
longement de &"4”, comme cela est représenté fig. 13, ou entre a” et 47,
Dans le premier cas on rencontre une température de transformation ,
dans le second une température cutectique, conformément & ce que
nous avons vu dans les cas des types 4 et 5.

On reconnait ainsi que les isothermes du type 6 sont dounées par les
mémes figures que pour les types I et 5. 1l ne pourra se présenter une
différence que dans les parties moins stables, sur lesquelles je reviendrai
tantit.

Nous avons déduit maintenant toute une série d'isothermes, dans le
cas ol les cristaux mixtes du systéme binaire {5 appartiennent & 'un
des types 4, 5 ou 6. On peut cependant observer une autre série encore,
cc dont on se convainct aisément, quand on considére encore une fois
la fig. 11. Cette figure fait notamment connaitre les états d’équilibre &
des températures ot les liquides n’cxistent pas encore: le cone C. 4B
est encore tout entier au-dessous de la surface .

Quand on éléve la température, il arrive un moment ol le cdne et la
surface J se touchent. Dans nos déductions préeédentes, nous avons sup-
posé que le point de contact se présente dans un des plans limites,
savoir BC. 11 y a pourtant d’autres possibilités, et c’est I'une d’elles
que je me propose d’examiner de plus prés. On peut notamment mener
un plan doublement tangent au edne, et dans ce plan est situé un
triangle, que nous avons appelé le triangle des trois phases CM, M,.
Admettons maintenant (ue la surface touche le plan bitangent en un
point a Dintérieur du triangle des trois phases. Soit « (fig. 14) la pro-
jection de ce point de contact. Quand on ¢léve la température encore
un peu, le plan bitangent coupe la surface <, et on obtient une iso-
therme, comme la représente la fig. 22.

Les deux triangles CAr et CHs sont des projections du cone C.AB;
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Cuv est celle du cone C 1 et sufers celle de la surface réglée L. AB. On
a ensuite trois triangles de trois phases, savoir Cus, Crr et abl; le pre-
mier donne le systéme C + 1, + I, le second C + L.+ M, et le
troisieme le svstéme I, + M, -+ L;. On reconnait facilement comment
la fig. 22 provient de la fig. 1+. Imaginons que nous ayons tracé, dans
la fig. 14, les droites (', 0d et ad qui divisent le grand triangle Cud
et trois triangles plus petits. Quand
la température s’éleve, ces triangles
se séparent et ainsi prend naissance
la fig. 22. Inversement, on revient
de la fig. 22 & la fig. 11, quand
les trois triangles se réunissent.
Alors les trois points , ¢ et / coin-
cident; de méme 4 se confond avec
s et a avec r.

On se convainct aussi aisément A
que la température, a laquelle ce Fig. 22.
contact se produit, est la tempéra-
ture eutectique du systéme ternaire. Il résulte des figg. 14 et 22 qu’il
s’y opére la réaction:

C+ M, +M=2L

Au-dessous de cette température on n’a que 'équilibre €+ M, + M,;
au-dessus trois ¢quilibres sont possibles, savoir C+ .0/, + L, C+ M,+ L
et M, + M, + L, qui sont donnés par les trois triangles de trois
phases de la fig. 22.

La forme que prennent les isothermes, quand la température s'éléve
davantage, dépend ¢évidemment des points de fusion des composantes,
des températures eutectiques des systémes binaires 4C et BC, et aussi
de la température de transformation ou eutectique des cristaux mixtes;
ainsi p. ex. il se peut que le triangle abf disparaisse le premier. Mais
cette disparition peut encore se produire de deux manicres: il se peut
notamment que le point 7 tombe entre a et 4, comme dans la fig. 21
(type 5), ou bien les circonstances peuvent étre celles de la fig. 20 (type 4).

Du reste, il se peut aussi qu’un des autres triangles disparaisse
d’abord; si c'est p. ex. le triangle Cus qui disparait le premier, on
obtient unc isotherme comme celle de la fig. 17, et élévation de tem-
pérature peut donner les autres que nous en avons déduites.
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Mais je laisse au lecteur le soin de compléter ces développements.

De toutes ces isothermes que nous venons de déduire, il y en a peu
que I'expérience ait fait connaitre; nous ne connaissons d’exemples que
de la fig. 18. -

Dans le systtme KC/O—TIC/0>—H?0"), on observe & 10° une
isotherme représentée par la fig. 18; ici ¢ représente 1'eau, et la conrbe
ru doit évidemment étre laissée de cOté. Les deux mélanges limites
M, et M, contiennent, i cette température, 36,30 et 97,93/, de KCIO®.
Par refroidissement au dessus de 0°, la courbe 7« apparait, notamment
comme courbe de glace.

Dans le systtme AgyNO*—NuNO*—H?20, on observe aussi une
courbe s/0 comme dans la fig. 18. M. Hissink 2) a fait I’étude de ce
systéme; mais il s’est servi comme dissolvant d’un mélange d’eau et
d’alcool au lieu d’eau pure.

M. Reinpers *) a également trouvé un exemple de la courbe s¢v dans
le systéine HyBr*— HgJ2—acétone; & 25° les deux cristaux limites con-
tiennent 5,0 et 17,6 %/, HgBr2.

" Ainsi que nous P’avons vu plus haut, ’existence d’une courbe sfv,
comme dans la fig. 18, ne permet
pas encore de décider, si les deux
substances .{ et B sont isomorphes,
avec une lacune dans la série des
cristaux mixtes, ou isodimorphes;
cette question doit évidemment étre
résolue d’une toute autre maniére.

a Dans les deux cas, on trouve la
méme courbe; il y a bien une diffé-
rence, mais celle-ci n’apparait que

\V dans les parties peu stables et in-

1

stables, que I'on obtient quand on
prolonge au-dela de ¢ les deux bran-
ches st et vf. C'est la forme de ces parties que je me propose d’examiner
& présent.

Admettons d’abord que les cristaux mixtes soient isomorphes avec

') Baksuis RoozeBoom, ces Archives, 26, 171, 1893,
*) Zeitschr. f. physik. Chem., 32, 537, 1900.
*) Ibidem, 32, 517, 1900.
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une lacune; la courbe des cristaux mixtes offre alors une partie concave
vers le bas, comme la courbe 4°2"6"B” de la fig. 13. Imaginons main-
tenant que nous menions une tangente en chaque point de cette courbe,
et par chaque tangente un plan touchant la surface {. On reconnait
aisément que la projection de la courbe de contact présente I’allure de la
courbe v/lmts de la fig. 23; s/ et vf sont les mémes que dans la fig. 18.

M. Roozesoom a déja fait remarquer antérieurement que les deux
branches ¢/ et ¢/ peuvent étre prolongées au-deld du point £; maisil n’a
pas pénétré plus profondcément dans cette question.

Pour déterminer exactement cette forme, nous prendrons un point
de la courbe de contact comme origine des coordonnées, et nous pren-
drons comme axe des « la génératrice passant par ce point. L’axe des
7, nous le choisirons dans le plan de contact, et perpendiculairement a
’axe des z; enfin la normale au point de contact sera I'axe des z.

Soit » (fig. 13) la projection de l'origine; alors vv’ est celle de I'axe
des r. Mettons I’équation de la surface ¢ sous la forme:

z={(, y): (1)

solent encore
2=0(x,y) e r=ar+lby—al 2)

les équations de la courbe 4"a"46"B" de la fig. 13. Prenons maintenant
un point zyz sur la surface I et un autre sur la courbe. L’équation de
la courbe de contact est

; L0z L0z oz oz

et celles de la tangente & la courbe sont:

oz oz

/=) .-~ 2 — Rl E
Z=1 o, + 24—y 2, (#)
Z/=aX+bY--dal (5)

Comme la tangente (4, 5) doit étre située dans le plan de contact (3),
nous avons

—al—b" (6)

G
S P VR
7#
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O EDE-E o
o
R=z—zg—z—y2—;.

Admettons maintenant que les deux points considérés soient tout prés
de P'axe des x, de sorte que x, y, z, &,—/, y, et z, sont infiniment
petits. Alors

z="rat 4 sxy+ 'ty 4+ ..... ,

a—=m-—|—3y+ ..... ,
a—=a.v+ty+ ..... s
oz oz

R=z—x‘g—g/@=—'/,rzz——smy—'/,tyz ..... - 8)

="+ %>+ ..... ,

9z, . )

=ry+ it ... ,

3, I+ e+

0z
z'_y’37: =—1rnyt—"hepn*—. ... ..

Si nous nous arrétons aux termes du premier ordre, il résulte de (7):

oz
et nous tirons de (6):
oz oz
YRR 1o

En vertu des équations (8), les équations (9) et (10) peuvent s’écrire
retsy=20
sv+ ty =ry,.

Si I'on résout ces deux équations par rapport & y, il vient

7y .
Y= — Y, 11)
./ f% (

ol
S=rt—s.
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Puisque la surface { est convexe-convexe vers le bas en chacun de
ses points, r et / sout positifs; mais r; peut étre positif ou négatif. Si
le point de contact est situé sur la portion de la courbe 4"a"0"B" de la
fig. 13, qui est convexe vers le bas, r, est positif; mais s'il est situé sur
la portion concave vers le bas, 7, est négatif. Or, il résulte de (11) que
y et y, ont le méme signe quand r, est positif; ils sont de signes con-
traires quand r, est négatif. On peut déduire de la les circonstances
suivantes. Soient v'a 'w’bs” (fig. 23) la projection de la courbe £"«"6" B”
de la fig. 13 sur le plan du triangle, et v #/m s celle de la courbe de
contact, située sur la surface . Les points a et 4 sont les projections
des points «” et 4" de la fig. 23, et /" et " sont les projections des points
d’inflexion qui, dans la fig. 23, séparent la portion concave de la courbe
de la partie convexe. Si I'on se déplace, dans la fig. 23, de ¢” vers «,
r, est positif jusqu’en /', mais négatif de /' jusqu’a =, et puis de nou-
veau positif. Il résulte de 1a que la position des lignes de conjugaison
doit étre celle que nous avons représentée dans la figure. Il résulte
notamment de (11) que, pour des valeurs positives de 7, y et y; ont le
méme signe; si nous prenons p. ex. fa pour axe des ., nous voyons
que, en choisissant sur @/’ 'un des points de contact d’un nouveau
plan, Pautre point de contact doit étre situé du méme coté de /u, done
quelque part sur #/. Aussi longtemps qu’un des points de contact est
situé sur v't" ou sur »s’, les deux points de contact se déplacent donc
dans le méme sens. Mais, quand un des points de contact est situé
entre [’ et x/, il résulte de 1'équation (11) que les deux points de con-
tact se déplacent en sens opposé. Quand P'un des points de contact de
la fig. 11 se déplace p. ex. de »’ vers w’, I'autre va en sens contraire,
notamment vers .

Nous avons encore & exaininer quelle doit étre la forme de la courbe
aux points / et 2. Prenons un de ces points, p. ex. z, comme origine d’un
systéme de coordonnées, de sorte que m.z” est la projection de 'axe des ..

Nous partons de nouveau des équations (6) et (7), qui sont applica-
bles en tout point de contact. Comme r, = 0 aun point 2, nous avons
maintenant:

9%
B.V 1

oz
="%ouun+.. ... et 57—y, 5‘;: =—"hmn'—. ...

Si nous substituons ces valeurs dans (6) et (7) nous trouvons, par
élimination de , :
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a9z 20 0z 2 a: AN
9 b . — - - R
/8,u,a|:a< B.I:+ H) or <l(\v+ /{> ] < Ay 6‘\’). (12)

. . U
Substituant dans cette équation la valeur de 3 tirée de (8), on trouve:
&

(I'J,‘ _|__ ‘w)z J— T(:h+ /[l(’h + 7'(5), (13)

o) 7@ T et '™ représentent les termes du troisitme, du quatriéme
et du cinquiéme ordre.

Prenons maintenant un nouveau systéme de coordonnées, ot la droite
ra - sy est I'axe des .. Ce nouvel axe forme avec le précédent un angle
z, déterminé par

’
/{/ X = 3 .
L’équation (18) devient alors:
Y2=p X VX VX X0 1O 79, (1)

ol la valeur des termes 7% et 7' est autre que dans (13).
Nous nous demandons & présent quelles sont les valeurs infiniment
petites.de X et 1" qui satisfont & 1'équation (11). Nous trouvons:

Y= X"

Cette courbe se compose de deux branches, (ui touchent toutes deux
Paxe des X a 'origine, et ui sont situdes de part et d’autre de cet axe.
Il résulte donc de I3 que, dans la fig. 23, la courbe présente en / ef en
m un point de rebrousscment.

Dans le cas de cristaux mixtes isodimorphes les circonstances sont
tout autres. Nous avons vu que la courbe /sv de la fig. 18 existe aussi
dans le cas de cristaux mixtes isodimorphes; mais nous avons dessiné
le prolongement de cette courbe, au-deld du point #, d’une toute autre
maniére. Pour les cristaux isodimorphes, ¢ et sf sont deux courbes
distinctes, qui s'étendent toutes deux au-deld du point £. La courbe
vt g'arréte quelque part en un point du edté CB (fig. 18), entre s et B,
et la courbe s/ aboutit en un point de ('4, quelque part entre » et 4.
La courbe mxl de la fig. 23 a donc disparu.
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D. Les courbes de solidification ternaires.

Maintenant que nous avons déduit quelques isothermes, nous allons
examiner de plus pris la forme des courbes de solidification ternaires.

Si nous admettons que les fontes ternaires ne laissent déposer que
des cristaux mixtes binaires, nous pouvons encore distinguer divers cas.
Dans nos déductions précédentes des isothermes , nous avons basé la clas-
sification sur la nature des cristaux mixtes et sur la forme des courbes
de solidification binaires.

A présent je désire effectuer une division en types, d’aprés la nature

des cristaux mixtes et la forme des courbes de solidification fernaires.

Cristans isomorples.

Les fontes ternaires se solidifient en une série continue de cristaux
mixtes binaires de méme espéce. 11 n’existe alors qu'une seule courbe
de solidification ternaire, mais on a & distinguer trois types, savoir:

Typ~ a. La conrbe de solidification ternaire ne présente ni maximum,
ni minimum de température.

Type b. La courbe de solidification ternaire présente un maximum
de température.

Type ¢. La courbe de solidification ternaire présente un minimum
de température.

Les fontes ternaires se solidifient en une série de cristaux mixtes bi-
naires de méme espéce, mais avec une lacune. On observe alors trois
courbes de solidification ternaires, qui concourent en un point. On en
distingue dewx types, savoir:

Type d. Le point d’intersection des trois courbes est un point de trans-
formation.

Type e. Lie point d’intersection des trois courbes est un point eutec-
tique.

Crisfaur tsodimorphes.
Les fontes ternaires se solidifient en deux espéces de cristaux mixtes

binaires. Il existe alors trois courbes de solidification ternaires, qui con-
courent en un point. Deux cas peuvent se présenter:
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Type /. Le point d’interscction des trois courbes est un point de trans-
formation.

Type g. T.e point d’intersection des trois courbes est un point cutec-
tique.

A présent nous allons déduire, a I'aide de la surface J, la forme des
divers types de courbes de solidification ternaires. Prenons d’abord le
cas ol les fontes ternaires se solidifient en une série continue de cris-
taux mixtes binaires, de méme espece. Le cone C.A B est done convexe
en chacun de ses points, et nous prendrons d’abord une température
suffisamment basse, pour que le cone soit situé tout entier au-dessous
de la surface Z. Par ¢lévation de température, il arrive un moment ou le
cone et la surface J se touchent; ce contact pent se produire de trois
facons tout A fait différentes, qui correspondent aux types a, 4 ct ¢ de
la solidification.

Type a. Admettons (ue le premier contact ait licu en un point du
plan limite BC, et soit p (fig. 21) la projection de ce point. A une

B température plus élevée il y a intersection,
suivant une courbe (ui aboutit d'abord en
deux points du plan limite C5; on recon-
nait aisément qu’il existe alors un plan dou-
blement tangent, tangent notamment au
cone C..1B et d la surface <. Ce plan con-
tient un triangle ¢ )/ ,; C est la compo-
sante, ) est le point ol I'intersection de
ce plan avee le plan limite .4 B touche la
courbe J des cristaux mixtes; le point 7 est
le point de coutact du plan et de la surface J. Le triangle est donc le
triangle des trois phases .M /.. Quand la température s’éléve, le triangle
change de position, mais le point € reste sur la ligne limite. Le point
M se déplace dans le plan limite A B et le point 7 reste quelque part
au-dessus du triangle. Si nous projetons sur le triangle le lieu géomé-
trique du point /, sa projection doit décrire une certaine courbe; cette
courbe fait connaitre les compositions des solutions, (ui peuvent étre en
équilibre avec la composante € et avee les cristaux mixtes. On reconnait
aisément, par ce qui précéde, que les cristaux mixtes changent aussi de
composition; il est done question aussid’un licu géométrique du point J/;
mais cette ligne se confond avec le ¢ité 4 /3. Je ne considérerai dans la
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suite que les compositions des liquides; le lecteur trouvera lui-méme
celles des cristaux mixtes, qui peuvent étre en équilibre avec ces liquides.

Nous avons vu maintenant, qu’i une certaine tempcrature le cone
C.AB touche la surface § en un point, dans le plan limite BC, et qu'a
une température plus élevée apparait le triangle des trois phases CM /..
Soit C/m la projection de ce triangle; on voit facilement que le point
¢ doit tomber entre les deux droites CB et Cm. A mesure que la tem-
pérature s'éleve, les deux points / et m se déplacent vers €', et, quand
le céne C.AB touche pour la seconde fois la surface I en un point,
situé maintenant dans le plan limite 4C, le point 7 coincide avee ¢ et
m avec A.

Ainsi done, quand la température s'¢léve, le liquide Z parcourt la
courbe ply, qui est une courbe de solidification ternaire; elle fait no-
tamment connaitre les liquides du systeme € 4 M + 1.; les lettres et
M, entourées d’un petit cercle dans la fig. 21, indiquent que dans les
champs correspondants se déposent la composante C ou des cristaux mixtes.

La courbe ply commence done au point p; ¢’est le point eutectique
du systéme binaire ('53; elle aboutit au point eutectique ¢ du systéme
AC. Nous avons donc admis que la température eutectique des sub-
stances B et C est plus basse que celle des substances 4 et C. Les
fleches de la fig. 24 font connaitre la direction dans laquelle les tempé-
ratures s'élévent, et non, comme plus haut, celle dans laquelle le liquide
change de composition pendant la solidification. Comme il peut se pré-
senter sur 4B diverses circonstances, je n'y ai pas marqué de fléches;
le systéme binaire peut notamment appartenir & un des types 1, 2 ou 3.
Supposons que .45 appartiennce au type 1; alors la température monte,
dans le systéme binaire, de 4 vers /3 ou de B vers 4, suivant que c’est
A ou B dont le point de fusion est le plus bas. Mais il peut arriver
aussi que la courbe de solidification binaire .4B présente un maximum;
il faut alors que la température s’éléve de A et B vers m, m indiquant
ce maximum; inversement, si » indique un minimum de température,
c. 2 d. si Ia courbe de solidification binaire appartient au type 3, la
température s’abaisse dans le méme sens.

Type b. Dans la fig. 25, prq représente la courbe de solidification
ternaire, dans le cas ol il y a un maximum de température; p et ¢ sont
de nouveau des points eutectiques; r est le point ol la température est
un maximum.

Cette courbe, on peut la déduire d’une fagon analogue A la courbe
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précédente. Supposons d’abord que le cdne €. A B soit tout d fait au-
dessous de la surface J; quand la température s'éléve, il apparait d’abord
un point de contact dans un des plans limites, puis un second dans
“autre, et il se forme ainsi deux triangles de trois phases. De part et
d’autre, le cone coupe la surface J; au centre il est encore situé le plus
bas. Quand la température s'éléve davan-
tage, les deux courbes d’intersection se rap-
prochent 'une de Pautre. et la portion du
chne située au-dessous de la surface I se
réduit de plus cn plus. Au maximum de
tempcrature, on a un nouveau contact;
toutes les géndratrices du cone coupent la
sutface J; il n’y en a qu’une qui la touche
en un point, notamment celle dont la pro-
jection passe par r. Les deux triangles de
trois phases, qui correspondent & ce point, se réduisent d cette droite
Cr. 11 en résulte que la composition des cristaux mixtes qui se déposent
au maximum de température est donuce par le point d’intersection de
la droite Cr avec le edté 4B,

J'ai dessiné dans la figure deux triangles de trois phases qui se rap-
portent & unc méme température; il résulte de la considération de la
surface $ ct du cedne, que leur situation doit
étre telle que le représente la figure.

Si 'on veut encore tenir compte de la
courbe de solidification binaire sur le c6té
AR, on a de nouveau A distinguer entre les
types 1.2 et 3.

Type e. Ce type se présente d'une toute
Fig." 26. autre facon que les deux préeédents. Admet-

tons de nouveau que le cone C.AB soit

situé enticrement au-dessous de la surface . 1.’¢lévation de la tempé-

rature entraine leur contact; toutefois, leur contact n'a pas lieu dans

un plan limite, mais quelque part sur la surface { méme. Soit s (fig. 26)

la projection de ce point de contact. A cette température le cone est

tout enticr au-dessous de la surface {. abstraction faite du point de

contact. C'est 1A une grande différence avec le contact du type b, on il
. ; R

y a en outre intersection du cone et de la surface .
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Quand la température s'éléve, deux triangles de trois phases pren-
nent naissance, et leur position doit étre celle qu’indique la fig. 26.
Comme la température va en s'¢levant de s vers p et de s vers ¢, il
s’ensuit que la température minima du systéme ternaire est plus basse
que les températures eutectiques des deux systémes binaires.

Si nous comparons entr'elles les deux figures 25 et 26, nous consta-
tons que la position des triangles des trois phases est différente. Sinous
prenons comme base de ces triangles le ¢6té qui joint le sommet C &
un point du ¢6té {5, nous pouvons dire que les deux triangles de trois
phases sont opposés par la base, dans le cas o0 il ¥ a un maximum de
température (fig. 25), tandis qu'ils sont opposés par le sommet, quand
il y a un minimum de température (fig. 20).

Si les fontes ternaires se solidifient en une série de cristaux mixtes
binaires de méme espece, dans laquelle il y a une lacune, le cone C.4B
présente une partic concave vers le bas. On peut alors mener & ce cone
un plan bitangent, qui le touche suivant deux génératrices. Ces deux
génératrices forment, avee la droite bitangente & la courbe ¢ des eristaux
mixtes, le triangle de trois phascs
CM, M,; ce triangle exprime I'équi-
libre entre la composante solide €' et
les deux cristaux mixtes limites M/,
et M;,. Au licu du c¢hne ('. 4B avec
sa partie concave, nous ne considére-
rons donc que les deux portions con-
vexes et le plan bitangent.

Introduisons maintenant la surface
¢ dans nos raisonuements; cette sur-
face peut toucher le plan bitangent
en un point /uféricur ou ertéricur au
triangle des trois phases. Ces deux cas du contact correspondent aux
types d et e, que nous allons examiner maintenant.

B

Type d. Admettons d’abord que le point, o la surface J touche le
plan bitangent au cdne, soit situé en dehors du triangle des trois phases
CM.M,. Soit / (fig. 27) la projection de ce point; il vient alors un
quadrilatére, comme celui qui a ¢ét¢ indiqué par (7ab dans la fig. 16,
de sorte que les quatre phases:

C+ L+ M, + M,



108 F. A. H. SCHREINEMAKERS,

sont coexistantes & la température du contact. Quand la température
devient un peu plus basse, la surface { s'éléve au-dessus du plan bitan-
gent, ct on obtient alors, comme on peut aisément s’en convaincre, les
deux triangles de trois phases C.M, .M, et CM /L (fig. 15). Comme le
systéme (.M, M, ne contient pas de liquide, je n'en ai pas indiqué
sur la fig. 27; le liquide L du systtme CM L est représenté par £ dans
la fig. 15, et ce point parcourt, pendant que la température va en
s abaissant, la courbe /4 de la fig. 27.

St T'on ¢léve la température au-dessus de celle qui correspond a
Pisotherme de la fig. 16, la surface { coupe le plan bitangent au cone
C.AB, 11 apparait alors deux nouveaux triangles de trois phases,
savoir CML et MM, L. Le systtme CML est représenté, dans la
fig. 17, par le triangle Cwv et M, M, 1, par le triangle abt. Les deux
liquides v ct ¢ de la fig. 17 parcourent, quand la température s’éleéve,
les courbes #y et 7« de la fig. 27.

Le point 7 de la fig: 27 est donc le point de concours de trois cour-
bes; /g et fx partent de ce point en allant vers des températures plus
élevées, tandis que /p se dirige vers des températures plus basses. Le
long des courbes pt et g, des cristaux mixtes coexistent avec le solide €
comme seconde phase solide; mais les cristaux mixtes qui correspondent
i ces deux courbes sont tout & fait différents. En effet, dans la série des
cristaux mixtes il y a une lacune; nous avons représenté par A, et M,
les cristaux mixtes limites; je représenterai maintenant par M 4 les cris-
taux mixtes dont la composition est comprise entre .{ ct .}/, et par Mp
ceux dont la composition est comprise entre .M, et B.

Ainsi, la courbe p¢ se rapporte & I'équilibre € - M- L, la courbe
gt au systtme C -+ 3, -4 L. Allons maintenant de p & ¢ suivant les
courbes p¢ et 4. Nous voyons que la température eutectique (¢) du
systéme C.{ a ¢été prise au-dessus de celle (p) du systéme CB. Au point
p méme, on a évidemment M ;; = B; au point £, My = M, pour cette
température ; en ce méme point M4 = M, eten gona M= 4.

II résulte clairement, de ce qui précide, qu’a la température du point
? S'opére, entre les phases C, L, M, et M, la réaction:

C+ M, M, + L

Comme il peut encore s'établir, au-dessous de cette température, un
équilibre ol intervient un liquide, savoir C +- M, + L, cette tempé-
rature n'est pas un point eutectique. C'est, comme on voit, une tem-
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pérature de transformation, puisque les cristaux M se transforment en
M, quand on leur fournit de la chaleur.

Considérons maintenant d’un peu plus préslesystéme: M+ M+ L,
indiqué par 7z dans la figure. Comme ce systéme est déterminé par le
triangle M, M, I., dont la base est la droite bitangente, nous voyons
facilement qu'a toute température M4 = M, et My = M. Ce systéme
disperait au point «, au moment o le liquide 7 devient le liquide bi-
naire . A ce propos on a encore une fois deux cas d distinguer;
ou bien le point % est un point eutectique, ou bien ¢’est un point de
transformation du systéme 4B. Prenons d’abord le cas ol c'est un
point eutectique; le systeme 4B appartient donc au type 5. Le point
u doit alors étre situé entre les points a et b, comme le point / de la
fig. 21. Si Pon imagine que, dans la fig. 27, le point z soit déplacé
dans le voisinage du point #, le triangle M, M, / doit prendre une
position comme vyz, ol v et y sont les deux cristaux limites et z la
solution, Mais, quand le systéme binaire 4B appartient au type 4,
c. 2 d. si le point u est un point de transformation binaire, le triangle
des trois phases M, M, /. prend la position vuz.

On voit done qu’il y a deux cas & distinguer pour le type #, suivant
que le systéme binaire 4B appartient au type 4 ou 5.

Type e. Nous avons supposé jusqu'ici que la surface { touche le
plan bitangent au céne C.AB, en un point en dehors du triangle des
trois phases CM,A/,. Admettons maintenant que ce contact ait licu a
Pintérieur du triangle. Soit @ (fig. 14) la projection de ce point de
contact. A la température correspondante s'établit 1'équilibre entre
quatre phases:

C+ M+ M, + .

Quand la température vient & s’abaisser un peu, la surface { remonte
au-dessus du triangle des trois phases CM,M,; alors il n’existe plus
d’équilibre qu’entre phases solides, savoir entre la composante C et les
deux cristaux limites M, et M. Mais, quand la température s’éléve,
le triangle de trois phases coupe la surface <, et, comme il cst aisé de
g'en assurer, il se forme trois triangles de trois phases, ainsi que le
représente la fig. 28, qui expriment les équilibres C 4 M4+ L,
C+Mp+ Let Mo+ My 4 L.
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Il Sensuit qu’a la température en question s'opére la réaction sui-
vante entre les phases €, M,, M, et L:

CH+ M.+ M, = L;

cette température est donc le point eutectique.

Dans la fig. 28 il faut done que trois courbes partent du point d,
en allant vers des températures plus élevées; la courbe pd exprime
I'équilibre € 4 Mp + L, la courbe 41 Péquilibre " 4 M -+ I, et la
courbe du I'équilibre M, + M, + L.

Encore une fois on doit distinguer deux cas, puisque le point « peut
étre anssi bien un point de transfor-
mation qu’ un point eutectique. Dans
le premier cas le triangle des trois
phases M, M, /[, a sur 4B une posi-
tion comme oz, dans le second une
position comme &y2. .

On voit par les figg. 27 et 28 que
le point eutectique aussi bien que le
point de transformation de cristaux
mixtes binaires sont abaissés parl’addi-
tion d’une troisiéme substance. On voit
aussi qu’un point eutectique binaire
et un point de transformation binaire peuvent étre changés, par ’addi-
tion d’une troisi¢me substance, aussi bien en un point de transforma-
tion ternaire qu’'en un point eutectique ternaire.

Types f et g. 11 nous reste encore & considérer le cas, ou les cristaux
mixtes binaires se déposent sous deux formes cristallines différentes,
Ainsi que nous I'avons vu & propos des isothermes, ce cas est semblable
aux types « et 2. Le type / pourra donc étre représenté de la méme
facon que le type « dans la fig. 27, ct le type 7 & peu prés de la méme
maniere que le type ¢ dans la tig. 28. Mais, dans les types d et ¢, M,
et My représentent des cristaux mixtes de méme forme, tandis qu'ils
représentent des cristaux mixtes de forme différente dans les types f et g.

Nous n'avons considéré jusqu’ici que les cas les plus simples des
divers types; il peut s’en présenter pourtant qui sont beaucoup plus
compliqués. Prenons p. ex. le type 4: le point d’intersection des trois
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courbes est un point de transformation. Ainsi que nous l'avons déjd
vu, ce point de transformation est déterminé par le point de contact
de la surface { et du plan bitangent au cone C.4 B; il doit d’ailleurs
étre situé en dehors du triangle des trois phases €M, M. Si 'on
abaisse p. ex. la température, la surface s'éléve complétement au-dessus
du plan bitangent, et il peut se former la courbe /p de la fig. 27, ainsi
que nous I'avons déja fait voir. Mais on reconnait aisément qu'il peut
se produire un autre contact encore; il peut arriver notamment, qu’a
une température déterminde la surface { touche le cone C.4B en un
second point. Dans ces conditions, on obtient sur la courbe /y de la
fig. 27 un minimum de température; alors la température ne s’éléve pas
continuellement de » vers 7/, mais elle commence par s’abaisser d’abord
pour s’élever ensuite. Ceci suffira pour que le lectcur apporte lui-méme
toutes les modifications possibles dans les types d, ¢, f et g.

Nous allons considérer maintenant une complication de toute autre
nature. On sait qu’il y a des liquides binaires qui se séparent, par €l¢-
vation de température, en deux couches liquides, et qu'inversement
I'élévation de température peut provoquer la disparition des deux
couches liquides et la formation d’un liquide homogene.

Les cristaux mixtes peuvent présenter des phénomenes analogues.
Admettons d’abord qu'au-dessous d’une certaine température les cris-
taux mixtes forment une série ininterrompue, et qu’au-dessus de cette
température la série des cristaux mixtes offre une lacune. Cette tempé-
rature est alors une température critique pour les cristaux limites et,
comme la lacune dans la série des cristaux mixtes disparait par abais-
sement de la température, nous parlerons d’une température critique
minima. A des températures suffisamment basses, la courbe J des cris-
taux mixtes sera donc entitrement convexe vers le bas; mais, a des
températures relativement élevées, elle présentera une portion concave,
et offrira deux points dinflexion. A mesure que la température s’abaisse,
les deux points d'inflexion vont en se rapprochant, et, & la tempéra-
ture critique, ils se confondent au point critique, qui donne la compo-
sition des cristaux mixtes critiques.

Il peut arriver aussi que la température critique est un maximum.
C'est alors au-dessous de cette température que la série des cristaux
mixtes présente une lacune, qui disparait & des températures plus éle-
vées. Examinons maintenant I'influence de ces phénomeénes sur la courbe
de solidification.
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La température critique est un minimum.

Ainsi donc, au-dessous de la température critique la série des cris-
taux mixtes binaires est ininterrompue; ce n’est qu’au-dessus qu’elle
présente une lacune. Au-dessous de la température critique la courbe
¢ des cristaux mixtes est convexe vers le bas en tous ses points; au-
dessus il y a une portion concave.

A des températures assez basses, le cine C.A B est tout & fait convexe
et situé entitrement au-dessous de la surface J. Quand la température
g’éléve, le cone C.AB et la surface
< finissent par se toucher, et on peut
rencontrer 1'un des types a, b ouc,
representés par les figures 24, 25 et
26. Prenons p. ex. le type ¢, ol la
courbe de solidification ternaire(fig. 26)
présente un minimum de température.

Le premier contact du cbne avec
la surface J a lieu en un point, dont
la projection est représentée par m

Fig. 29. (fig. 29). Quand la température s’éleve

davantage, il se forme deux triangles

de trois phases, et d'un c¢ité commence la courbe de solidification ter-
naire mp, de 'autre cité la courbe mq. A la température critique, la
courbe { des cristaux mixtes atteint le point critique. Menons une tan-
gente par ce point, et par cette tangente un plan qui touche la surface
<. Soit £ (fig. 29) la projection du point de contact. Le liquide £ peut
donc é&tre en équilibre avee les cristaux mixtes. A des températures plus
élevées encore, le point critique de la courbe § se sépare en deux points
d’inflexion; il apparait donc une partie concave dans la courbe I, et il
se forme ainsi un triangle de trois phases / M My, qui donne nais-
sance & la courbe de solidification A«. Si I'on compare la fig. 29 avec
la fig. 26, on voit qu’elles portent toutes deux la courbe de solidifica-
tion pg, relative & I'équilibre C 4- 3 -+ L ; mais, dans la fig. 29, on
a une nouvelle courbe de solidification, savoir 4z, qui fait connaftre
I'équilibre My 4 My - L. Elle aboutit d’une part sur le coté 4B,
en un point #, qui peut étre tout aussi bien un point eutectique qu’un
point de transformation des cristaux binaires; de autre c6té elle s’arréte
en un point 4, faisant connaitre la solution qui peut étre en équilibre
avec les cristaux mixtes critiques, & la température critique. Nous avons
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supposé que la température critique des cristaux binaires était plus
élevée que le minimum de température de la courbe de solidification
ternaire pmg. Le point £ correspond donc & une température plus
élevée que le point 7; mais cette température pourrait étre plus basse
que celles des points p et 4.

Il se pourrait que le point 4 coincidiit par hasard avec un point de
la courbe pmgq, p. ex. avec un point de la portion wy. La figure que
'on obtient alors, on peut la déduire aussi de la tig. 27. Supposons
notamment que la courbe p¢ de la fig. 27 présente en un point = un
minimum de température; il n’y alors aucune ditférence, quant a la-
position des courbes de solidification. Il y a cependant une différence
réelle & un autre point de vue; le point / de la fig. 27 est notamment
un point de transformation, avec les phases € 4 M, + M, 4 L, mais
au point £ on a les phases C 4+ M 4 [, ol M sont les cristaux mixtes
critiques. 11 n’y a donc pas de trausformation au point £, et la courbe
traverse ce poini sans discontinuité.

En déduisant la fig. 29, nous avons supposé que la courbe de solidi-
fication pg présentait un minimum de température; mais on reconnait
aisément qu’on peut obtenir quelque chose d’analogue avec les types ¢
et &, et on obtient alors les figg. 24 et 25, mais avec une nouvelle
courbe /£u, comme dans la fig. 29.

J’abandonne au lecteur 'examen de ces cas et d’autres complications
encore.

La température critique est un mazimumn.

Au-dessous de cette température critique, la série des cristaux mixtes
offre donc une lacune, qui disparait a la température critique. Ainsi
que nous l'avons déja vu, aussi longtemps que cette lacune existe, on
peut distinguer les types @ et ¢, qui sont représentés par les tigg. 27 et 28.

Considérons d’abord le type ¢. A la température de transformation
commence, au point / de la fig. 27, la courbe /#, qui caractérise les
équilibres L + M4 + Mp. Ainsi que nous I'avons déduit plus haut,
on obtient le triangle des trois phases £ M y en menant, par la droite
bitangente & la courbe ¥, un plan tangent a la surface . A la tempé-
rature critique des cristaux mixtes, la portion concave de la courbe I
disparait, et il ne reste plus qu’'un point critique. Au-dessus de la tem-
pérature critique 1’équilibre £, 4+ 3y + Mp a donc disparu, de sorte
que la courbe /x de la fig. 27 doit s’arréter en un point £ On obtient
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ainsi la fig. 80. Il résulte clairement de ce qui précéde comment on
obtiendra le point £. Il suffira de mener une tangente par le point cri-
tique de la courbe &, et de mener par cette tangente un plan tangent
4 la surface . La projection du point de contact est le point £. Le
liquide # est donc celui qui peut étre en équilibre avec les cristaux
mixtes critiques.

On reconnait aisément que pour le
typeeil peut seprésenter quelque chose
d’analogue ; on obtient alors la fig. 28,
ol la courbe Zu ne s’étend pas toutefois
jusqu’au c¢6té 4 B, mais se termine aussi
en un point a l'intérieur du triangle.

Nous avons vu qu'on peut dis-

‘4 tinguer cinq types («, 4, ¢, d et ¢)

Fig. 80. dans les courbes de solidification

ternaires, du moins quand les fontes

donnent, par congélation, des cristaux mixtes binaires de méme espéce.

Mais, quand il y a une température critique pour les cristaux limites,

il y a, comme nous venons de le voir, encore d’autres types possibles,

que Lon pourrait appeler les types «’, ¥, ¢, d' et ¢, et dont les types
¢ et d' ont été représentés dans les figg. 29 et 30.

Leyden, Laboratoire de Chimie inorganique de 1'Université;
janvier 1905.
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I

PROPRIETES DE LA COURBE CRITIQUE (COURBE DE PLISSEMENT)
DANS LE VOISINAGE D’UNE DES COMPOSANTES.

Par les observations de MM. CENTNERSZWER et SMITs, par une remar-
que de M. van 't Horr et par les calculs de M. van Laar '), la ques-
tion a été discutée de savoir comment s’éléve la température critique
d’une substance, quand on y ajoute une substance étrangére. Daus cette
discussion, on a complétement perdu de vue que, il y a déja plus de
dix ans, j’ai discuté et établi les propriétés principales de la courbe cri-
tique, donc aussi ses propriétés aux deux extrémités 2).

Par voie thermodynamique, voie absolument sirg, je suis arrivé,
pour des substances normales, & la formule (9) suivante (. ¢. p. 285):

N2

( 902

324,)
a.tal" MIU' <f‘l o

La raison pour laquelle je fais quelque restriction pour des substan-
ces associées, on la verra tantot.

') Voir ces Archives, (2), 10, 405, 1905.
) Ces Archives, 30, 266 et 278, 1896.
g*
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Au moyen de I’équation d’état, j’ai déduit de (9) la formule (11):
2
dlog T dloyb dlogb,,/ )

d.vo = dz, + 16 dry, /7~

En déduisant de (9) la formule (11), j’ai supposé que la grandeur &
de I'équation d’état était une constante. La formule (11) doit donc étre .
considérée comme une formule approchée.

Nous nous en contenterons pour le moment, et nous la mettrons sous

la forme:

ar adly n’,l’ 1 _db_>2 1
1 dx, =1 d.z:o 16 //a0 3 bz, )
it si hm
Et si nous tenons compte de ce que 4 $ X273 px,nous trouvons
enfin:
dar _ dle dlx 1 dpe ) @)
Tdey, Txde, Tedey 4 puds,

La grandeur 7%, qui figure dans cette derniére équation, représente
la température critique qu’aurait le mélange, s’il se comportait
comme une substance simple. J'ai déja montré dans ma Théorie molé-
culaire que pour certaines espcces de mélanges cette température peut
atteindre une valeur minima; et les observations de MM. Kuenex,
QuinT et d'autres encore ont fourni des exemples de 'existence d'un
pareil minimum. Si la substance additionnelle était de telle nature qu’il
existit un tel minimum, il serait évidemment absurde de remplacer
dTy o m ' . o oo
dr P T,—T%,. Remarquons toutefois que la théoric ne prévoit un
tel minimum que dans le cas ot les températures 7%, et 7%, sont peu
différentes; ce n’est, du reste, que dans ce cas que son existence a été

constatée. Si la différence centre ces températures est considérable, le
o " . ..

remplacement de - [ bar 1'x,—Tx, sera du moins une approximation
ux

Et, comme la relation entrc 4 et . est approximativement linéaire,

Ty, Ty,

L db
nous pouvons remplacer — par T,

/d
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Servons-nous de ces valeurs approchées pour comparer 1’équation (1)
avec les observations de M. Keesow, relatives & des mélanges d’anhy-
dride carbomquc et d’oxygéne '). Les températures critiques de ces sub-
stances sont suffisamment différentes pour que nous puissions nous
contenter desapproximations. Eneffet 7,, la température critique del’oxy-
geéne, est sensiblement la moitié de 7%, , celle de I'anhydride carbonique.

dTx 154,2—304,02
Nous prendrons done pour Tedoy la valeur 301,02 =—0,493,
154,2 304,02
1 di 50,7 72 93
— - la valeur — = — ), A
et pour ) di la valeur 304,08 ),271. Avec ces valeurs
72,93

numériques, nous trouvons:

ar 9
—_—=—0,49 — 33— 3)2 =
Tar, ,493+4 16 (— 0,493 — 0,0903)

= — 0,493 + 0,1914 = — 0,302.

La valeur que M. Krksosma trouvée poure=0,1047 est A 7'=—8,99.
Si nous admettons que cette valeur de . est suffissamment petite, pour

qu’il soit permis de la wmettre & la place de dr,, nous trouvons
ar X
-7'_!7:1::, = — 0,284,

La valeur de A7, trouvée par M. Kersom pour .« == 0,199, est
égale & — 18,47 ; avec ces données nous trouverions '1'1,12 — 0,304,
une valeur identique, comme on voit, & celle qui a été calculée au
moyen de I’éqnation (1). On voit que l'on n’a pas affaire ici & une
élévation moléculaire de la température critique, mais & un abasssemeit;
on pouvait s’y attendre d'ailleurs, puisque la substance ajoutée était la
plus volatile.

Bien que j’aie déduit la formule (9), de plus d’une facon, dans les
deux notes auxquelles j’ai renvoyé tantdt; je désire pourtant déduire
encore une fois cette formule, qui contient la formule (11) antérieure
et la formule (1) du travail actuel, pour avoir 'occasion d’examiner de
plus prés certaines questions qui se posent dans cette déduction.

. ') Dissertation, Leyden, 1904,
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Le long de la ligne de plissement on a la relation suivante, bien
simple:

(é) <B_r2 ,,7'
ar— 6%)
02

.ot .

comme I’expression (ﬁ) n’est pas directement counue, nous la met-
‘ »rT

trons sous la forme

T;;[;, TGIDM (dpz>, /(j.‘c, pT Jf.;(‘/‘) (IIU>,, T (

1.’1?'),,'/'
3¢
Comme les coefficients de ( ; ) ot de ({ > ainsi que 2)
T e/ pr a -

sont des grandeurs finies, tandis que (71:-) est infiniment grand, quand
L/

le point de plissement correspond A » = 0, nous pouvons écrire dans

ce cas
(d v
(l// dys >

vy IL‘ ov? .vl( ’
dzt/ ¢

02 02y ,AYN?
s 2 Ordp
que le point de plissement est un point de la ligne spinodale. De méme

2 ey L _
1 <;i.—l:>,,1-_|_ de 0

puisqu’il s’agit d’un point de pliseement

(3)

Si nous posons = f, nous avons /' == 0, parce

Si nous multiplions par ) le numérateur et le dénominateur de

la fraction dans (3), nous obtenons.

G _ (e "if)
TdT_I(dT t'.1:+ 31’2 aT

2y

o-dv
01;2 )

G
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a2
La valeur de <” v) ) nous la déduisons de
»r
324;4

(d N
de/yr Ry

et nous trouvons:
3y
<az¢> d2v> 2y %y o ¥ By WY YN
ot det/,r 00 2o drop drop ' 32¢ \dz v
op?

2y d3, )
Comme 37 &3 f sont nuls tous les deux au point critique d’une

composante, la derniére équation devient:

Py
) (), ~ sy tm iy — 2 s
v

3y
. or® . .
La valeur limite de 3z o0 peut la déduire de I’équation qui exprime
At
que le point critique de la composante est un point de plissement, savoir

o Ry 9oty
v dzd op 0

Or
af B‘¢ Bz.p 02y 3%y o 02y Y
T o200 302 T 022 03 T 0rdp drdp?
et

") En déduisant la formule en guestion dans mes notes antérieures, j'ai posé

) Il efit été plus exact de considérer cette quantité comme infiniment

v
. of
petite par rapport & e
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bf bt‘xp Bz\p 024 b’gb 2y By
% 0wt T 02 a2 7 zd0 0zt

Ry YN 02

ou bien, eu égard & Ry o et It

=0,

0%y

a2y a? a2w 3y
30 <3.r3v> im aw 2 000 9705

et
L)
oS _ (BN, 00 (SN
W2 9z \oson 02:JN\2? o0zxdv/ drop?’
)

2,
Egalant 8/’ Y EY

do dzdp ® 3r 2’ nous trouvons

3y B“.p
24 lim 2 > lim - (‘314;
drdy 2y a., 31 a.x or V AR a.ci‘(vz )
i o2
3y
o’
On connait la valeur limite de I’expression — 3ty zpourdessubstan-
o2

ces normales. De 4 = MRT | (1 — &) log (1 — z) + xlog.r} ——fpdv on
déduit notamment:

0 2
(Fi = MRTlog L g

1—

024 MRT 1 ()2[/

)= MEY = ) sa
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(34,)_ MRT(—22)_ [¥p,

212 o
ay
. ot 1
pour # ==0 il vient done RNt T HRT
ot

Il est probable que pour des substances associées on trouverait la
méme valeur limite; mais, comme cette déduction exigerait de longs
développements, je préfére la laisser de coté. Voild la raison pour
laquelle j’ai fait plus haut quelque restriction pour les substances qui
ne sont pas normales.

. . . d,
Noas arrivons maintenant i la valeur suivante de (;{;,) , le long de
‘ xo

(%)

ap Oz v,

T =T >, r+ avz 02\!" l :* ai‘P .
v/ MRT ™ 93

la ligne de plissement:
()

Le point critique de la composante représente une phase homogéne ;
de méme le point de plissement représente une nouvelle phase homo-
gene. Mais les grandeurs 7%, v« et 2 = 0 ont subi les accroissements
ATx, dox et dry. On a donc:

b= G+ QD) ot () o

et, comme (81) =0, on a aussi:

ap Op 0N Tdr,
T T J‘o_ T aT va al' v'[‘—dT )

Identifiant avec (4), nous trouvons I’expression cherchée:
e JT (¢
dT _ ordv = MRI \ox/ .y
Tdz, %% -
a2
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. a
D’aprés l’équatlou d’état ol 4 est une constante, ona &= — —,
v

. 2 a 0 y4
> 302 — La valeur de (&-)‘,T est égale &

MRT @b da 1 2 \
g (—b)2 dr  dr 02 et celle de ((W) est égale &

_g g MET a1
(0—02de  duv®

; il g’ensuit que

o de 1 MRT db NI de 1 MRET dbi
ar " ldze? (v—b)’d.ci MRTUWr o2 (v—b)? dx
Tdry, 2a

v?

ou bien

ar da MRT »* /lbi, a glda MRT o* db?

Tiey lade ™ @ Gty T MR e a (e

8 a
270
Péquation d’¢état ou b est une ‘constante, nous arrivons P’équation
¢erite plus haut:

Si nous posons v =230 et MRT = , comme il résulte de

log', tog 4N
a0 o ()
dey — de 16~ do, '

Dans ce qui précede, je me suis occupé de la relation entre les varia-
tions de 7' et i, au commencement de la ligne de plissement. Occupons
nous maintenant de la relation entre les variations de 7' et p.

. . d .
I’équation donnée plus haut, fournissant la valeur de }Z_g” conduita:

Gan.= G .
p Al b ve p NSy dT

. L Ly
Or, on sail qu’au point critique d’une des composantes le (51;, est

égal au - - pour la tension de la vapeur saturée. Pour un grand nombre

a’l’
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!
de substances la valeur de %Z,, relative o la tension de vapeur satu-

rée, est sensiblement égale & 7 au point critique. Puisque nous con-

. . 1,9,
naissons déjd la valeur de I;T , il suffira de calculer encore - b{: )
vl

pour trouver la valeur de ( = Pp sur la ligne de plissement.
To

Cette valeur de 1—)((%}) , nous la calculerons au moyen de I’équa-
, -
tion d’état.

Admettons de nouveau que 4 reste constant; nous trouvons alors la
valeur que j’ai écrite tantit:

(p) J”RT db  da 1
v ]1 (r—b)?de dro?
ou bien

<I’> v‘ 8 1db v? 1 d_ag
vl 27 bdr (v—b)2 add”’

Avec v=238bet p = nous trouverions pour des mélanges d’an-

La
27 2
hydride carbonique et d’oxygéne

a[) D 1
M).. 3 3¢ (0,493 -+ 0,0908) ")

ou bien
}) :%),: 1.75.

Les observations de M. Krrsox relatives & & = 0,1047 fournissent
comme valeur de (Z' gg,), au commencement de la ligne de plissement,
le nombre — 6,3, et avec » = 0,1995 le nombre — 6,08. Posant

(a 7). = 6,7 (la valeur trouvée pour l'anhydride carbonique pur),

') Voir p. 117.
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;1]> = 3,921 et 3,524, ce qui est plus que le
double de la valeur que I'on déduit de I'équation d’état, od I'on sup-
pose que 5 est indépendant du volume.

Les données de M. Keesoy relatives & la pression et A la température
du point de contact ecritique, et les valeurs que prendraient ces gran-
deurs si le mélange se comportait comme une substance simple, nous
permettent de nous faire une idée de la confiance que nous pouvons

nous déduisons de lﬂ

avoir dans la valeur de - ,) 5 telle quelle est déduite des
NPy

expériences.

Pour le mélange « = 0,1047, la valeur de Ap pour la pression au
point de contact critique est 9,9 et celle de A7 pour ce point
est — 7,69.

Si nous écrivons donc, pour cette phase homogene:

’1”_(“) ‘“'+<am g

Ldp (T O /U' ( p)
p dx p 1 . T'de ot

ou bien

nous trouvons

9y 169 (ﬁ)
72,93 X 0,1047 "' 304,02 X 0,1047 o
ou

>97+1oz_—(”) —2.917.

De méme, au moyen des observations relatives & # = 0,1994, nous
trouvons:

16,72 — 14,71 —l— a,,>
72,93 % 0,1944 " 304,02 X 0,1994 ox/y1
ou
. ar LN e
]-,1-) + 1’6'3-) = ;) 3_;),.7‘— ~,‘b0.

Pour la phase homogene qui représenterait I'état critique du mélange,
s'il se comportait comme une substance simple, une phase qui n’est
pas réalisable, M. Krrsou a trouvé, par application de la loi des états
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correspondants: Ap= —5,23 et A7 = — 15,34. De ces données
on déduit:

528 L. 1834 1 op

72,93 X 0,1047 " 304,02 X 0,1047 +'p<a‘} T

1 /0y
— 0,685 3,86 = -
685+ 386 = az>,,1-

= 3,18.

I’écart relativement considérable que présentent ces valeurs, dédui-
tes des observations de M. Kersom, doit & coup slr étre attribué a
cette circonstance, qu’il n'est pas permis de considérer Az, AT et Ap
comme des différentielles.

()
Mais, bien que les valeurs trouvées pour»ll) (B{:- ) ne soient pas iden-

tiques, il est bien prouvé que la valeur de cette grandeur est voisine de
3, et est peut-étre méme plus élevée. Lt si I’équation d’état, ol nous
regardons & comme une constante, fournit une valeur beaucoup plus
petite, cela tient & ce que cette simplification, introduite & tort, a ici une
grande influence, tandis qu’elle n’entrainait pour ainsi dire pas d’erreurs

P45, s vons trouvé pour (22 Texpression:
dans le calcul de Tk Nous avons trouvé pour FACE ”_l expression:

o (lda 8 zi_lf!{'g
T o la de 27 (v—0b)? bdeY

a
Posant vx = 34, nous trouvons pour - la valeur 3, et le second
y/L3

dlo_q%
facteur se réduita - - .—
du;
critique est bien plus petit que 34, et que la variabilité de 6 rend compte
de cet écart. La méme cause, qui fait que nous trouvons la valeur

+ :13 (ifg—b On sait pourtant que le volume

1 4 6 au lieu de 1 + 3 pour ’expression f(%,) au volume critique,
nous fait trouver pour 0—2;— la valeur 6 au lieu de 3. C'est ce que je
%

veux bridvement faire voir.
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p(EY _MET_
BT . T e—p P

Trop a
Y (a.;i' 1'—l+[;2'

Au point critique la valeur du premier membre est 7 environ, donc
a

) 1)
; = 6. Introduisant cette valeur, nous trouvons pour 1<—I—J>
PxVx 2 \ou.

double de la valeur trouvée tantﬁt c.ad. 3,5. Il est vrai que parlale

)
second facteur de I'expression de - éﬁ subit aussi quelques change-

ments, — on verra tantot (chap. II) qu 1l devient

a
_M5 1w
= Tdr Tebar

&

Lds
b de

i

L
a

mais ce n’est pas ]a une bien grande différence — et, comme P’expres-
2
"

. ar . .
sion de T contient ce facteur et d’autres analogues, on voit que la

7]

ar . .
valeur de - T calculée dans la supposition que 4 regte constant, peut

étre considérée comme suffisamment exacte.

Ce qui précéde ne constitue donc pas encore une solution compléte
de la question. Pour résoudre complétement cette derniére on devrait
a2y
et Bzav
quand on fait dépendre 4 non seulement de , mais aussi de v, et que

’on pose donc:

b=0, 1+¢( >+B( )etc

ot b, = (b)), (1—a)+ (b,) , «. Mais je montrerai au chapitre I1Tqu'il
n’est pas nécessaire de faire cet examen & fond, pour trouver la valeur
exacte de ces grandeurs dans le cas particulier qui nous occupe, celui
ol la composante principale est dans ’état critique.

examiner de plus prés ce que deviennent les valeurs de (ap
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IL.

LES PROPRIETES DES SECTIONS DE LA SURFACE DE SATURATION D’UN
MELANGE BINAIRE, AU VOISINAGE D'UNE DES COMPOSANTES.

L’équation différentielle de la surface p, #, 7' d'un mélange binaire,
je I'ai mise sous la forme:

Way 1
vy, dp = (£,— .1',)(a > 1,«}— 2'rll

2y
D tte équati ( est égal 3 ) Nz &)
ans ce quation, (5 >117 (a g
0t
Pour des valeurs infiniment petites de ., on a
== 0 g W) _ MRT
gy == Uy— 0y, 3.1,| ,’l a.l', :r,(l—.L

tandis que w,, peut étre remplacé par la chaleur de vaporisation molé-
culaire de la composante, que nous représenterons par Mr. Alors
"Téquation précédente devient:
MRT Mr
(0g--0,)dp = (@ —xy) daey -+ 5 dT.
& : /

Les propriétés de la direction initiale des sections perpendiculaires &
Paxe des 7', & I'axe des p et & I'axe des z, sont données par cette
équation, et complétement déterminédes, dés que 1'on connait la valeur
de %1

Zy

Si z, et », représentent la composition et le volume moléculaire de
la phase liquide, et «, et v, les mémes grandeurs pour la phase vapeur,
I’équation

(0,—0,) dp = MRT® ——-ab: + Ir oy

se rapporte & la phase vapeur.
Comme on représente d’ordinaire par « la différence entre les volumes
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spécifiques du liquide et de la vapeur, on a v,—v, = Mu, et I'équa-
tion précédente peut encore s’écrire:

— ppT % T
udp = RT . day + 74T

Pour la section perpendiculaire & I'axe des «, c. & d. pour la compo-
sante elle-méme, nous trouvons I’équation bien conhue de CrapEYRON:

r_ %
—ldT'

n

. . & . .
Pour cette section, la connaissance de > n’est pas nécessaire, mais
£y

elle est absolument indispensable pour les autres sections.
Or, ce rapport est déterminé par la régle qui dit que la valeur de

o
<£i est la méme pour les deux phases liquide et vapeur.
ot

De

&= MRT (1 —2) log (1—x) + wlog.s) —fpdv + # (1)

nous tirons:

(‘;‘i’) — MRTlg - gi;dv,

et, en exprimant que les valeurs de cette dérivée sont les mémes pour
les deux phases, nous obtenons

m _zl_ R '()!) J— ______f
MET Uy f i), o= MRT log ) * ( o

ou

MRT log 2 1-—-; - f (/) do.
— el

Pour des valeurs infiniment petites de z, et z,, il vient done:

MRT log 2 = f (aﬁ dv.
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. , op o
Si nous représentons par (5;) une valeur moyenne de 3, > entre

les volumes v, et v,, nous pouvons encore écrire

MRTlag 2 — (o, — v,)<a )

Le raisonnement suivant nous conduit & une autre expression encore
pour cette valeur mpyenne. De la régle de MaxweLL

Pe(0,—v,) = f;’dv,

)

oll p. représente la tension de la vapeur saturée de la composante, il
résulte:

apc(vz_vlw cd(v., f( ),,T" »+ Cri(v,_d_z_ v,)

ou bien
a (1’2 ”l)—f(p>" d”—'(”z_"l)( >

e
or
la tension de la vapeur saturde, s'il était permis de considérer le mélange
comme une substance simple; en admettant maintenant pour z. la
valeur approchée

La grandeur ;- représente I’accroissement moléculaire que subirait

To—T
logpe = logpx—f —5

o
nous déduisons 5”—0 de:
z

]. a[lf— l apx
peor  px

f ?Tx
+ 7 o’

Ecrivons encore provisoirement:
ARCHIVES NEERLANDATSES, SERTE II, TOME XI. 9
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d
MRT log ;'- = (r,—1,) {;
" :

ou bien
(" - t',) ch

T _, B unT B

oy
Cousidérons d’abord la direction initiale des sections perpendiculaires
& I’axe des 7. Cette direction peut étre déduite de;

—o (lp% v,—0, O,

/e iqui :
og gl —l— MRI’ i, pour la branche liquide, et de

MRT o
log 31— Y2 0 @32 =0 e our la branche vapeur.
MRT dx, MRT o T P
A des températures trés basses, I'expression /i(f”;;".) est & peu pres

égale & I'unité, de sorte que:

Io ;l+dloyp;_alagl).~_ dlog px faTx]

ox 1 ox
(Ilogp Nogp,. _ [ogpx  f OTx
log {14+ =75 =— =]
M. d
Dans le cas od % = 0, 7 ot jli sont également nuls, et il peut
or Ydey " dr,

donc arriver qu'a P'origine les deux branches de la courbe p, « se tou-
chent, et possédent une méme tangente horizontale.
La condition pour que cette circonstance se produise est:

f I]Tx (l[l/yjlx
= v ,

T dzx dx

ce qui peut encore s'écrire:

T lde_Lay_ (lie_sany
fT a dr b der a dr b dx.

ou
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Tadlog T _dlog Tu _ dlogh

T dr dex de ’

ou encore
(Ple—r)tlaTe__dbos
Vi dz

Pour 7= 4 T« on a p. ex.

d log T« 1 dlogb

dz ""13 dr =0

A des températures relativement ¢levées, la valeur de I’expression
I)(Z;; iﬂ?’") est plus petite que I'unité; & la température critique de la

composante elle s’annulle méme. Dans ce cas, nous pouvons remplacer

log <l + 1—}1—%-;,—' (:'Z]—, par E;;];% (%1%, et nous trouvons alors:
ap o,
dr, = o
et de méme
ap Bp,.
de, oz’

La premicre conséquence que nous en tirons, c’est qu’ & la tempéra-
ture critique les deux branches liquide et vapeur ont toujours méme
tangente et sont donc tangentes I'une a I'autre. La direction initiale est

1) )
donnée par la grandeur a’;—p, ou par (3./;) . Mais, comme 2 la tempéra-
. é vT
0
ture critique v, = »,, la valeur moyenne de (({:) est égale & celle
T

0, . -
que (£> prend au volume critique. A la température critique nous
vT

a’.rl> (I/.L‘2>,, 3.:: oT
ou bien

dp dp 0 lo_(]pp dlog Ty | dlogh
(rh’,)l ])(/l )1 NS —U l)— dr *

9‘

avons done:
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Comme seconde conséquence, nous trouvons qu’a la température
critique:

FIREL AL

une relation dont j’ai fait usage au chap. I (p. 126), mais sans la justi-
fier alors.
Nous aurions pu arriver immédiatement a la conclusion que

(rl > ( > sont égaux a (bi ) au point critique, sans faire un
»T

aussi long détour. Et Pon peut dire la méme chose de la relation

ii{z) _ (Bp N
7). =57 wau powmt critique.
Considérons d’abord une substance simple. Passons d’une phase

homogéne & une autre, en donnant & » I'accroissement dv et & 7' I'ac-
croissement d7'; alors

dp= Z—)’)Tdv + G—f;) JT.

. /9, . o
Si (3%) = 0, comme c’est le cas au point critique,
T

2
=) 2,

(a T> méme pour ces variations-la od le

de sorte que chaque d =

volume lui-méme change, comme c’est le cas pour la vapeur saturde.
11 résulte de 1a la propriété bien connue, qu’au point critique on a pour

0
la vapeur saturée —(d/)> ( ,

Opérons maintenant ce passage d une phase homogeéne a une autre
avec un mélange binaire, » subissant I’accroissement dv, 7' P’accroisse-
ment d7' et r I’accroissement dir; alors:

(‘/]
,1,,_(()[;) do+ aT _ar+ aﬁ)v dr.

Mais, au point critique de la composante, on a (ap ) = 0, de

sorte que
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= Gp). 7+ G,

méme quand la variation est accompagnée d’un changement de volume.
L’équation différentielle de la surface de saturation:

+ (2,—a,) <;;?2>p T(l“’l

exprime le passage d'une phase liquide homogene & une autre, et 'on
a de méme

vn,dp = wz, ar

w,, dT
vy dp = —12"—"11‘(3'1 372)(3 >d*’2

pour exprimer le passage d’une vapeur homogene A une vapeur suivante.
Dans le cas o la premiére phase liquide et la premiére phase gazeuse
appartiennent & la composante & I’état critique, les trois dernicres équa-
w, w, )
tions doivent étre identiques, de sorte que — 2 = ' = (.7
Tl‘“ Tl’n BT va:

r

Tu  — Tu <9T v
Au point critique de la composante, on a de méme

—-—a-,( 2, —, 32")
oz p7 v, N2/ pr a’ or’

ainsi que je ’ai prouvé ci-dessus.
11 résulte de 1’équation générale:

it (D

que, si v,—v, est infiniment petit,

“71

)

Zy—ay 0y 9/})
T

, MRI’ X

de sorte que
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(a'z—w, MRT > ((\p)
& v—v, o
Si I'on trace, & des températures relativement basses, les directions

initiales de la courbe p,  pour les phases liquide et vapeur, on trouve
en général qu’elles sont différentes. Entre les directions est comprise

') Bien qu'il ne s'agisse pour le moment que des propriétés des mélanges
dans le voisinage de la surface de saturation, je désire cependant faire une

remarque étrangére & la question qui nous occupe. Elle se rapporte & des

mélanges dont le deux phases liquide et vapeur ont méme composition, mélan-
ges dont on sait qu'ils offrent plus d'une propriété que les composantes posseé-
dent aussi. A ces mélanges aussi on peut appliquer 1'équation

Vs —
MRTlog 2 = (f‘l’> de,on MRT log =2 ("—”) . Comme dans ces cas ~* =1,
xr, or/eT x, \o/vr o,

on a aussi <a_p> = 0. Pour des mélanges ol cette éualité est satisfaite dans

'y o _ Bg)’

At ar T \awler

s'annulle alors également, il faut aussi que G—) r soit nul, et il résulte
v /vl

alors de
dp = <av>.1; T vt Gr)z T + (B T>v:r
=)
T OT /va’

J'ai déja tiré de 1a, en 1895, cette remarque, qu'au point ot la courbe de
plissement est rencontrée par la ligne que I'on appelle parfois la ligne de
Kovowarow, il doit y avoir contact entre ces lignes, et que de plus on doit

les circonstances critiques, C) est donc nul. Comme

que

T dp

avoir, tout comme pour une substance simple, » T = T environ.
J'ajouterai maintenant qu'il résulte de gg) T=0’ comme je viens de le
v
déduire ci-dessus:
dlogTy, 1dlogh
dx + 6 dxr 0
et non
d log Ty l(_i_logb_o
d.c 3 de ~

comme cela serait le cas si b restait constant. M. Quint a déja fait remarquer
que cette derniére équation n'était pas satisfaite dans ses observations. I1 m's
communiqué que la précédente s'accorde mieux avec elles.
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celle de la ligne qui exprime la variation de la grandeur p.. Quand
cette derniere ligne va en s’élevant, il en est de méme des deux autres,
et inversement. Si on dit que la composante additionnelle est la plus
volatile des deux quand elle fait augmenter la grandeur z,, on a cette
P
dr, — da,
tionnelle est plus volatile que la substance pure, et inversement.

En général, ces trois directions vont en se rapprochant & mesure que
la température s’éléeve, et & la température critique elles coincident.
11 y a pourtant une exception a faire & ce rapprochement des directions
par élévation de température, pour le cas ol il y a une certaine tempé-

e C oy .
({' = 0. Dans ce cas les trois directions en question
£

régle générale que sont positifs quand la composante addi-

rature & laquelle
coincident & cette température particuliére; or, comme elles doivent

. .9 .
coincider de nouvean pour 7= 7% et que la quantité )ﬁ “ varie avee 7,
. L

elles devront nécessairement s'écarter de nouveau jusqud un certain
maximum, pour se rapprocher ensuite.

La régle relative au rapprochement des directions, on pourrait la
déduire de la maniére suivante, plus précise d’ailleurs. D’aprés ce qui

. . b
précéde, nous pouvons mettre immédiatement 35 sous la forme:
. 1
dp  Pe(ta=v)dlogpe
dr. ¢ MRT dx 1
4N ¢ -
A peley—ri)dlogpe
de MRT dz
dap
. . vy—,) dlog p, Az
ou bien, si nous posons p—pM’ Ii'IT') (;g—— =rke «_ip_; =U,
dr
e —1
U= k
d’ou résulte:
av 1 dk g e 1
= — - At ——
dT  f ar k 2

Je

k

Le facteur (e"' = '1> est toujours positif quand 4 est positif,
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et toujours négatif quand £ est négatif; il s’annulle donc pour £ =

seulement. Or, # = 0 ne se rencontre qu'a la température critique et

9
dans le cas ol b!:; ¢ = 0. Pour toute autre valeur de £, Z?ne peut s’an-
& . . . .
nuler que si ;ZT = 0. Si cctte dérivée s’annulle, il y a un maximum

dy

c

dx

dz,
ou un minimum pour——, et la variation de cette grandeur avec la
[)

température peut changer de signe. Inversement, si 7 e peut pas
s'annuler, il ne peut pas se produire de changement de signe.

pe{r,—v,)d log p. ak —0.

De k= “HET 20 déduit comme condition pour —— ==0:

ar
2e(r, _"l)
4llogpc ]l[RT ) +pr vy— ) @ logpe _
de ar MRT adTdr ~—

Or
«—1 dlogp._dlogpx __ faTx dlogpe_ f dTx
log po=logpr f T’ de  de  Tde’ dedl  T%ds’

dlogpx __ f dT%

Posons — T 4’ ol 7\ peut prendre toutes les valeurs
' 1
depuis — o= jusqu’d + o ; alors Z—/;,= 0 peut encore s'écrire:
yd [})f(vz }_
M RT r 1
7)((1’ ] 1__.1‘—£_ ’
[ MRT T 7, 1 7. 1

Le premier membre de cette équation est toujours positif. Aux basses
températures il est presque nul, et prés de la température critique il
devient infiniment grand. Tl faut donc que le second membre aussi soit
positif. Pour que cette équation soit satisfaite, il faut done 7, < 7,

mais positif. Dans tous les cas out 7' est négatif ne saurait donc

A
T
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s’annuler et il ne se produit pas de changement de signe dans la varia-

dp

tion de Z;:'

da
Le changement de signe se produit donc uniquement, quand dans
I’équation:

avec la température.

dlogpe _ / dTs
de T, dr

7', est compris entre 0 et 7%. Les deux valeurs extrémes donnent,
LT
pour 7, = 0 la valeur de P — 0 et pour T, = T la valeur de

dz
Al ) db TR T
o 6y’ donc les limites bien connues des mélanges pour les-
d]’c A
quels 7o do peut étre égal & 0.

La direction initiale des sections perpendiculaires a I'axe des p est
donnée par les équations

u dp.
aT RT (2,—a RT{ RT ax
— G =5 P =T
et v a
Gur> _%3_7_1‘% E R,'Tgl—" RT d';ig.

Toutes deux donnent, & la température critique de la composante,

1 (ch
aT RT u dp. w dp. [h dr 11 d[),.
Tdz/y r RTds  rds  Tdp 1p \ds
pdT

D’aprés des résultats antérieurs, nous pouvons encore écrire:

ar 6 de 11 dbs

T I'I.L‘x //J}n 6 7) m )
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NI

LA vALEUR NUMERIQUE EXACTE DES PRUPRIETES DE LA LIGNE DE
PLISSEMENT, AU VOISINAGE D UNE DES COMPOSANTES.

Dans les deux premiers chapitres on trouve une nouvelle preuve,
que le traitement par voie thermodynamique de pareilles questions per-
met d’en trouver une solution compléte et générale; mais on y voit aussi
(ue la connaissance de I’équation d’état est indispensable pour le cal-
cul de valeurs numériques, dans des cas particuliers. Dans quelques
cas il suffit d’employer une équation d’état approchée, mais, quand le
degré de condensation de la matic¢re devient aussi fort qu'a 1'état criti-
que p. ex., les valeurs numériques, fournies par I’équation approchée,
peuvent s'écarter beaucoup de la réalité. Tel est le cas, en particulier,
pour des grandeurs qui se rapportent au volume, ou sont du moins en
rapport intime avec lui. Cest ainsi p. ex. que I'on sait que le volume
critique d’une substance simple n’est pas égal & 30, ce qui est la valeur
fournie par I'équation d’état ol 4 reste constant, mais que ce volume
est plutét voisin de 20. On peut rendre compte de cet écart par une
variabilité de 4, notamment par une diminution de & avec le volume.
Drailleurs, pour les mélanges 6 dépend en outre de la composi-

b .
" est du reste compliquée, et on

tion. L’expression de la grandeur dr

. L . db - o
doit la distinguer en général de ( 1.r) . Si P'on connaissait exactement
dx/

la facon dont 4 dépend du volume et de la composition, il ne se pré-
senterait pas d’autres difficultés que des calculs longs et compliqués.
Mais on sait que la facon dont 4 dépend de ¢ n’est pas encore déter-
minée avec certitude, méme pour les substances pures; dans tous les
cas, nous ne connaissons pas encore la valeur numérique des grandeurs
qui figurent dans des formules données pour 6. Voild pourquoi jai
cru tout d’abord, que notre ignorance & ce sujet nous empécherait de
déduire avec une certitude absolue, par voie théorique, les propriétés
de la ligne de plissement a ses extrémités, et aussi d’établir les valeurs
numériques. Mais j'ai reconnu plus tard que, pour déterminer exacte-
ment ces propriétés et ces valeurs numériques, nous n"avons pas besoin
de connaitre la maniére dont 6 dépend de v et «; il suffit notamment
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de connaitre deux grandeurs, relatives & I’état critique d’une substance
pure, et qui ont été déterminées expérimentalement.

Je représenterai par f la valeur que prend 'expression — ( ) =

]

1 dr
de sorte que MRTx = x (pr)x.
MRT o« MRT
£ e U0 : =/f—1.
I1 résulte alors, de p ot W plo—b) = fet N S
Légalité MRT = » po = f (¢—10) p conduit & la valeur suivante
du volume critique;

au point critique de la composante, et par x le coeflicient critique,

v= _/ —b;
7

comme nous supposons maintenant que 4 varie avec le volume, nous

ne devons pas perdre de vue yue, dans cette expression, 4 représente

la valeur que prend cette grandeur au point critique. Posant /= 7 et

15 ., . » 28 . 8 " .
= il vient =13’ tandis que /= 4 et x = 3 donnent )= 3.
M. Keesom a trouvé pour 'anhydride carbonique /"= 6,7 ct x =

6,7 .
3.56, ce qui donne & P 2,134.

Si I’on substitue cette valeur de v dans M 27 = x jv, on trouve

xf
J—x

MRT = pb

8 .

Avec f=lelx = g le coefficient de 6 = 8, et avec /=T et x =
“) ce coeflicient prend une valeur légérement différente, savoir 8 il§
Pour calculer la valeur de 4 a I’état critique, on a donc:
MRTf=% T 1 f—x

b= Zouw = ST
D xf on e 13 xf

Si Pon substitue la valeur de v dans 1’équation a2 =/—1,0n
po

trouve:
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P i (f—l)
(f—x)

Le coefficient de 4%, qui avec f=4 et x = % prend la valeur bien

connue 27, prend avec /=7 et x =1T-5 une valeur un peu plus forte

que 27,8,
Si I'on substitue les valeurs trouvées pour p et » dans M RT = x pr,
on trouve

2%
MEE=5 =1

Posant encore une fois f'= 4 et x = 2 il vient MRT —2% b,tandls

qu'avec =17 et x 14 le coefficient de = i est égal 3 .
8 1
27 3.875

Pour calculer @ au moyen des valeurs critiques de 7' et p, nous ayons
la formule:

3 4’4'6’ ce qui

est de nouveau peu différent de

_ (MET) f—1
=

Fel. 97 1 8
v &) _— 4 t
Le facteur ») devient égal & — 61— 237 quand f=4detx = 3

.

15 . P
Avec f =T et x = TJ il prend de nouveau une valeur peu différente,

savoir—9ﬁ -1
2256 2,34’

0 .
Dans I’état critique (;}) = 0. Il s’ensuit que:
"/

MRT o) a
'(;:W(l — ) =%

ou bien, aprés substitution des valeurs trouvées pour M RT et v:
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» _ x(f—1)

d
Pour f = 4 et x == g il en résulte évidemment 3_2 = 0, tandis que

S=Tetx= }Edonnent:

: "
Dans Iétat critique on a aussi (ﬁ) = 0. 1l en résulte:
/T

(=) (/= (f=1)
—03-2_2" 7

8 .
Pour f=4 et x = 3 cette valeur s'annulle évidemment. Poar

=1 etx=17‘50n trouve:

2
— b5 =0,1827 ).

ar
Passons maintenant au calcul de - Tia ™Y commencement de la ligne

de plissement. Nous avons la formule:

ar 5?%) Ml(T( >
%

Tdsy,

Tt
et nous avons donc & déterminer (B )vT (a‘va ) pour I'état critique,

') Cette valeur élevée de — b%vg nous fait supposer que la formule, qui

exprime la variation de b avec le volume, a une forme tellement compliquée,
qu'on ne saurait la développer en série suivant les puissances croissantes de

®)
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mais dans ’hypothése que & varie avec le volume, et que Z prend

diverses valeurs, qui dépendent de la variation du volume.

D’abord:

( )n dal __ @ ‘_l_ da ﬁl_]i_'l_’ 3&) B v? ]
2 ladr a or (r—10

01 vr (0—0)% dat?

b _
Nommons J la valeur de la variation de / avec r, quand nous
r

laissons varier le volume de telle maniére, que le volume soit toujours
dans 1'état que nous pouvons qualifier d’état critique du mélange homo-

db o) ob sdv
dr &') +9v- ﬂ'.r)z

dv
et, comme Ux——b f (J) dzj'—

stantes ainsi que lex1ge la loi des états correspondants. Nous trouvons

Bl;) ( W/ db
] f—,c dr’

Mais nous devons connaitre:

gtne; alors:

, si_f et x sont des con-

ainsi:

MRT 2 MRT \/ ( ) ) 4
..... 3.1').'(('-—b) a (n—b)? 2| Sz \ bdr’
b

P/ .
Remplacons WRT, v et 1 — S,i» par les valeurs trouvées ci-dessus;

J—21 /Ib
t :
nous trouvons alors'——: = o , de sorte que
L K2 ;l a_J—2Ldh
3.1‘),1 ade f—1bde

ou bien

dlogs
AN l)ﬁ—ﬂ L doghy
;‘;(m) =—V de U f—1 de )



CONTRIBUTIONS A LA THEORIE DES MELANGES, 143

Cette valeur dépend & un haut degré de la valeur de f.

4 o (]Tx l rlb:

Avec /=4 on trouve <3.4> = 33 d i
1 op de 1 db

Avec f=17 an contralre o)™ "8l T %2

Dans le chapitre précédent, je suis arrivé A la méme valeur en posant

. - 9 dpe
que dans les circonstances critiques <£> et JI) sont u]enthues et en

faisant usage de la formule empirique: — /og = f 1, Il résulte

notamment de cette formule que
Ape _ Ape _ p4Tx
pdz pede 7 Pie Tda
ou

Ldp_dfe 1A
o de Tedz  bde ‘ff

oM ATy
<8x>,,7 V=Yiae f——lbdxg

Mais on peut arriver & cette relation d’une maniére bien plus simple
encore.
1l résulte de

=G0, e+ (), 7 (.70

que, quand on pose 47" égal & ATy (dT% étant.la variation de la tem-
pérature critique du mélange supposé homogeue),

ldﬁ__([)) (Ta’p dTx

Px dz ,[ p dT/ Teds’
1(3;1) 1 dpx dT.
p\ox/yr px dr fl’ dz’

Cette maniére de déduire cette relation n'est pas senlement préférable
parce qu'elle est plus courte, mais aussi parce qu’elle est indépendante

Ty
de
ou encore

done
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de la question si la loi des états correspondants est applicable ou non.
Dans cette déduction, la valeur de f est celle qui se rapporte a la com-
posante.

Mais, outre la valeur de <B > , nous avons encore 3 déterminer

celle de <b; b7> . Pour cette derniére grandeur nous trouvons:
/T
02 da

9%p MRT ol 3.1'30 dr

ot = (V=) G HmT 2]
ou
pN__2aylda_MRT o° ob MRT o° 0%,

1—
e GH O

Gder o (r—0)° 2a (v—0)2or0c

300/ 1

. . a2
La seule inconnue dans cette expression, c’est la grandeur Fy Nous

la déterminons par Péquation :

) % f
a_.r> = 31 avf—xzdz
d’ot Pon tire:
M _ W f b
adp et f—x \b dx.

Substituant les valeurs, trouvées précédemment pour MRT, v,

1 % t — dans I d t
( —.“—">e d z’ ans I'expression e(a 8) on trouve comme

valeur du second terme — - - ab (f —*?)

bd A
1dbf—4

bde f

‘et comme valeur du troisiéme

h ..
Comme valeur de —]i) on trouve ainsi:
axo) p

<87p> Za l da lﬁ
rop. a de b dr

PN _ Re dlk
daxdv/ o3 Twda’

ou bien
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2,
axbl?

2

Y

est exactement la méme que celle qui résulte de 'équation d’état ot &
est considéré comme une constante. Cela fait prévoir qu'il doit étre
possible de déduire cette relation de relations purement thermodynami-
ques, c. & d. indépendantes de la connaissance de I’équation d’état. Tel
est réellemeunt le cas.

T
et pour — - on arrive & la valeur bien simple ; cette derniére

dTx
Tyeds’

9
Considérons la grandeur (b{) . A D’état critique de la composante
9, T

elle est nulle. Passons de cette phase critique homogene & une autre,
obtenue en donnant au volume I’accroissement dv, & la composition
I’accroissement dx et & la température 'accroissement 47"

Si nous prenons de nouveau pour 47 le 47, c. & d. si nous admet-
tons que le mélange contenant - molécules de deuxiéme espéce se trouve
de nouveau dans I'état de la phase critique homogéne, la valeur de

)
5‘4—’ est encore nulle.
e/ r

Or, de

%
a 30) v 3172> (&mﬁ) +<01 YA (IT,‘

il résulte que:
o2 ilTx
b.z;()v/ r 00071 o da’

puisque 4 <8 ) <‘)0 - sont nuls; et la relation:

a/l aE
r ar) TP,
donne:
' azp o2
T 0r07T _W

Nous retrouvons ainsi la relation que nous avons déduite ci-dessus,
mais par voie exclusivement thermodynamique.

Comme nous avons trouvé, également par voie thermodynamique :
ARCHIVES NEERLANDAISES, SERIE II, TOME XI. 10
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0 1T 1 dpx
)=/ pde™ i)

on peut écrire, sans faire usage d’aucune équation d’état :

dar _ alx [t 3 dlx 1 dpx g
Tdey - Tedx MR Tb‘ Tede  f prds
o2
It . .
On peut mettre le facteur — o sous une forme bien simple, mais
MRT
p?
pour en déterminer la valeur on a besoin de I'équation d’état. Si 1'on éerit
MRT | % C . MRT 2a
Sr= " et = —2 ;’—3 ce facteur devient égal a (——W: S
o MRT o\  2a
comme il résulte de 3 ) =0 que( b)2<l —3.) =50 obtient:
S o _ 1 S
— = = Y
urrds 12 U
aU"’ 3(!

1 49
avec f=Tet x = T& ce facteur prend la valeur 45" On a done:

ar aTy 49 ( dTx 1 dpx?

Tdzy  Tedz ' 85 Tude 7 peds)
Introduisant la grandeur 6 au lieu de px, on trouve:

ar /m /=1 dT,, 1 dby?
Tdog ~ Teix T %% 1 feds T =1 F—1 b -

Avec f=4et x =§ on trouve de nouveau f;; 16

7

15 —
Sf=Tetx= + la valeur de oy

, Iais, avec

! g'éleve & 0,8. Avee f = 6,7 et

x = 3,56 (d’aprés les déterminations de M. Keesom pour 'anhydride
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carbonique) la valeur ne différe pas sensiblement de 0,8. Si 1’on emploie
dTx 1db

les valeurs - —— Tode — 0,493, [ Paadian 0,271, f = 6,7 et x=3,56

pour calculer celle de ?%g-, on trouve — 0,259. Il est vrai que la valeur
o

0,259 est plus petite que celles déduites des observations de M. Keksou:
0,284 pour z = 0,1047 et 0,304 pour x==0,1994; mais on ne doit pas
perdre de vue que la valeur ainsi calculée ne convient qu’au cas limite
z = 0, et I'on remarquera que la valeur déduite des observations est
d’autant plus grande que « est plus grand.

Il résulte de tout ceci que, bien que I'on ne puisse pas se passer

complétement de ’équation d’état pour le calcul de le long de la

courbe de plissement, il n’est du moins pas nécessalre de connaitre la
forme de la grandeur &.

Pour calculer la grandeur T ;;%D, au commencement de la courbe de

plissement, on déduit de la formule

=% ) +Gn.r
la relation:
T dp _3£>+_1_ pN Tdz,
J dT pz 3]’ v y b.z- Tv d.['
ou
aTy 1 1db
T dp ' —=1 de+¢ 1) bt
(;7 ar/, =/+ F—T'dT,, 1 las)
Txd.b+ Pudx + = (f—— bll.l}g

Pour des mélanges d’oxygéne et d’anhydride carbonique, la valeur
numérique est:

(T dp) 674 =BT —=0,498—0,047} o 1y o00 4 ss.

pal 20,259

) aprés ses observatious relatives & 2 = 0,1047, M. Kersou a trouvé
—— 6,3, et la valeur trouvée pour x = 0,1995 est — 6,08.
) 10*
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Quand on fait le produit de — ZPI’ et 7,3—;, on trouve la valeur de

}J% pour le commencement de la ligne de plissement. Or, comme

L ap et —— sont tous deux négatifs pour des mélanges d'oxygene et
dT Td
1 dp

d’anhydride carbonique, la valeur de <— - est positive.
y dz pl



SUR LE QUOTIENT DE DEUX FONCTIONS BESSELIENNES SUCCESSIVES

PAR

W. KAPTEYN.

1. Si I’ (2) et I"*'(2) sont deux fonctions Besseliennes successives de
premiére espéce, le quotient de ces deux fonctions peut s’écrire:

I

_Iv(z) ﬁz+f2zs-+fazs+.fdz7+“--

* Nous nous proposons de déterminer le terme général de ce dévelop-
pement. EuLkr et Jacosr se sont déja occupés de cette question '),
mais, au liea du terme général, il se sont contentés de donner les pre-
miers termes du développement, savoir:

1
S=3eFD
1

f’_23(u+ 12 (v 4 2)

. 1
ST F Y e+ D6+ 9)

_ by 4+ 11 o
A= F D G+ F 90+ 8

- 41
S =B L) 6 F 2+ 6 96 F 5)

ete.

Nous partirons de la fraction continue, bien connue,

') NieLsen, Handbuch der Cylinderfunctionen, p. 358.
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re e 22
TR =y 2
20+ =001 8) et
dont les réduites successives sont:

Ho 2
% T2 v+1
P 20 +2)z
g 20+ +2)—2
P _ [R%(v + 2) (v +3) — 2] 2 -
s 0+ 1+2)+3)—220+2)2?

etc.

Si on développe suivant les puissances croissantes de z, on trouve
immédiatement:

17_1_ b4

G _2(”"'1)

Bz .

Z‘z(y+1)+z OEN 2)+"

.pi____z__+_____z.3_._+ 2 —+

g5 200+1) ' 230+ 1)20+2) ' 226+ 120+2)0+8) T
ete.

- En opérant de cette facon, on retrouve dans[q)—" les » — 1 premiers
n

termes du développement de P2t et notre question revient donc a
Yn-1

déterminer le »” terme dans le développement de Z “. Si nous remar-
n

quons que la série B opyest convergente que dans le cas ol mod. >

92

<L 2V(+1)(v+2), la série I;—“dans le cas ot mod. z<ZV' 2 (v +1)(v+3)
3
etc., il est clair que ces valeurs convergent, & mesure que » angmente,
de plus en plus vers la plus petite racine positive de /¥ (z) =0, en ex-
ceptant du moins zéro.
Si 'on compare ce résultat avec le théoréme de ScuarnEITLIN ),

*) Journ. f. Math., Bd. 114, p. 40.
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qui dit que la premiére racine de I”(z) = 0 est plus petite que
V' 2(y4 1)(v+ 3), on reconnait que i’on trouve pour cette racine une
limite supérieure plus rapprochée encore, en employant les racines de
¢1> g5 - - -» SBVOIr

l/6(v—|—2)(u+3)—2V(v—|~2)(v—|—3)(572—|— 25 4 88)

-§-]/6<v+2)(v+4)—-3v(v_lz) OF #6E+ 6+ 17)
ete.

v+1
2. 8i, dans la fraction continue qui est I’expression de I—v—, on pose
— 2= Qw4p)=a(p=1,2,8...)
il vient
v+l
ry=—2""_*
IV al + a:# + _’.‘v_
2 ay + ete.

='f;m—f2$2+f3$3‘—'....

Occupons-nous d’abord de la détermination du coefficient général
dans le développement

z
=~ =z =fiz—fLt+ fi2°—. ..
% +a—,+etc.

Pour revenir a notre probléme, nous n’aurons qu’a remplacer, dans
les resultats, les valeurs de a, par 2 (v 4 p).
Nommons les réduites successives:

P

H_*

& B 4

P,  au

Q@ aa-te

Py _(_‘iz_“s_"‘_f‘f)"’

§3~ o ay ay ag + (a, + a5)

ete.; il résulte alors de ce qui précéde que:
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'P,
W =fia—Lod Ffo 28— — ot -l 122+ —
n
R P2n+1__ 2 3 2n
(Z)QZ——'—f, a—fout + frat—.o— fo a4
2n +

+Sonp1 BN — by o
Si I'on y pose
Py, =m, &+ my 2+ .. + m, 2"
&2"=/‘o+l‘°l"’"+ﬁ‘2‘”2+ oo g 2t
Py pr=mnx+ 22+ ... +u, 41"+

Quir1=vy+voe+v,024 .. v, 2

on trouverait un nombre suffisant d'équations pour déterminer les
coefficients /, en multipliant 1’équation (1) par @b, et en identifiant
ensuite les coefficients des mémes puissances de .. Mais cette méthode
ne convient pas quand il s'agit de comprendre la maniére dont ces
coefficients sont composés.

3. Pour atteindre ce but nous remarquerons que, si I’on pose

B P2"+’ Pz”— w2"+:—=‘v2']+’ [w0+wlx+' .10,;-1(0""1

Q'.Zn +1 Q‘ln Q2n +1 Q‘.’.u Qz‘n +1

_'_go_—}—v,w—l—..v,,_qar":i]
Q2n

les coefficients w;. et v, (k=0,1, .. .., n—1) sont liés aux coefficients
J par des relations bien simples. Ces relations sont les suivantes:

Wi =f2n Vi +1 '—f_’n;—‘l Vi 42 ++ (_1)n+k+1ﬁt+k+lyu
v =—[fontbk+1— fon—tprte+.+ (=15t £k ]

Posons, pour les prouver,

Qan = pn (x—'ﬂl)(";"'.yz)"'(w_y")
1P, H H H,
- L e - N

et
@; T T— Y -t "’_y_"’
alors
H = P ()

= 7 "‘_—'1: 2, ...
¥i Q2 (73) @ > %)
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Si nous introduisons maintenant

H;
= (s )
il vient
Pou s Hi_ 3 -Ié——ﬂ s
& Gay i=1 Y i=1Yi i=14i

En comparant ce développement avec

P’u
.I'Q fl f2w+f3‘tz_"_f:2nw2"_1+k21|+1-l?2"—..

NOUS reconnaissons que

" P’n(a)_ . R "
.ﬁ“ (—l) 'yut-{-lQon(‘y)(m—l’zi",z)

— (- _ m - P‘l"(‘/) —_
k“l _( 1) |§I] m+lQ (]a)(”l zn+1 2”+2 )

11 résulte de méme de

(4)

Wy, +1 = Vu (J" — z,) (:L' —_ 22)' . (.t — z,,)

P2n+1
_T 0 Lo
z? (47 + 1 + .z—z + -'l"‘“zn
%y - P2n+1( )
Ky=2 Ki =
Yo z;? Q’2n+1 (~.)
done
P2n+1 n, n Ki i Ki 9 n Ki
sodl =L xS x St F — .
TQan 41 Vo & i=12i i=1 2 i=12i"

Si 'on compare ce développement avee

Pn o ¢
Tt S g fre e o

&r
on trouve

P2n+l(zl)
1zm+1 Q 241 (ZI
Pt (2)

m—‘(_l)m Tiamt Ql_n+_1$)(m=2”+2, 2n+3,...)

fm (_1)m )(IIL= 2, 3, ceey 2ﬂ+ l)

(3)
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Multiplions maintenant I’équation (3) par @, 44 et remplacons r
successivement par zy, z,, ..., z,; il vient alors
Pop i1z .
—fnf:;(‘—') =wyt+wzitwzd+. 4w, _1z"(=1,2,..,1)
i

Il résulte de ces = équations que

D
W = —
N
ol
1 2z 22 . .zn—1
1 2z, 2,2.. 271 ne—1)
A= 2 2y 2 —(—1) T A
1 2, z.2.. .21
avec
N=(zy—2) (2, —2;) .... (2, — 22)
(29 —25) . ... (29 — 2p)
(311—1- zﬂ)
et
P z
_;2712_::_(11) 1 l"zk_1 zlk+1 zn—1
| !
Pust(®) ) L ees e e

D= (— 1) 2yt

Posant
. p— t
,lz,....zl"-1 Zktt o ogn—t
’lzz....z'zk‘1 k1 gn-t ‘

- : =
A= | L aica..zica¥ g k1 4 4

1 zigg. . zigrb g Mt gt

1

B -k T L N At
on obtient
P21i1(zi)

zi™ +1 Sik

D= (— 1)\ (—1)i-t
i=1

de sorte que
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n(n—1) n P. ( .
5 . - 21 +1 zl)
(6) (—1 * Nuw= (—l)ki§1(-1)' e e Ak,
Pour déterminer A;; nous écrirons
Qan +1 ’_’p_'l"_vl & +" -n f”= 50(") + & (O 4. . ep ) .’17"—1;

r—2z; *—2z;
nous avons alors
gV =vp g Fvrt2zit. vz (k=0,12..(n—1))
ou bien, comme
ot vzt Fwaktakt vtk pezi . vz )=0
«®_vntnzt. funt

—_— = i .

i :
&Y Vo Zi

W+ W4 @ 1=0

POUT Z==2,, 2y, ...., Zie1, Zit1 - --., 2n; CES 2 — 1 équations

Or,

(i)
permettent donc de déterminer les »—1 inconnues ZL(‘.) (£=1, 2,
0

cevey (—1)).
On obtient de cette facon:

&M V1
&© A
ol
2 n—1
2z, oz .. .z
2 n—1i
2, 2t.....z
A — Zi_q2%i_4. . .2i4 "
z2ip12hi41 .. zigq
Zn 2”2. e 2n n—t
P A P X Y L z "1
2y ziooozkt gk gt
D =(—N*k 2zieq 2%iq.. cziq k7Y i H L gy
Zig1 2% ziga K g K g
Zn zu2 7 k-1 Zn E+1 2z, "1
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On a donc en premier lieu

(n=1)(n-2)

A=(—1) 2 Ah-f

He—2) (51 —23) (2 —2im)(5—2i41). (2, —20)

(22—2,)-(2a—2i-1) (z—2i41)--(z3—20)
(z.,‘_1;—z,"+ 1) .. .. .(Z;_i.—l,.)
(zi t1—zi+2). (i + 1—20)

(zn—-i —7Z n)

En comparant les facteurs de ce produit avec ceux de N, on recon-
nait aisément que '

A _(—1)(11—1)2(11—2)2'—{2‘.z’! o . N
- zi  (z;—zi) (2—2i). (zic1—2i) (2i—2i41). (2i—2n)

ou bien, en changeant les signes des :— 1 premiers facteurs du déno-

minateur,

(n—h(n-‘l)_.
CA =(—1) % it12,2)..20 Ny,

zZ @ ang (2i)

Si I’on remarque en outre que

hh i (gl
Zi Yn
il vient
n-—-t) _; Ny
A’ — ___l 2 ._.,___9
(=D 2i Qo 1(20)
En second lieu
D = (=1 A
done
. €k (i) ,
Ajp=(=1)"* e @)
0
c.a.d.
no g N vt vzip. . yvkzk

Agp=(—1) 2 —— - T
s =1 Qan1(2) zi W1
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En vertu de cetle relation, (6) donne

1’2,;.1.1(2_,‘) vo-l—v,z;-{—.‘—l—v;i,""

W= —2 & —— .
Qon 11 (2) PETEY ) ’

ou bien, eu égard a (5),

Wie=fon + 19— bmtevk 1+ lbmtsvi—e—. .+ (—1) bon 4 k1.

Ce résultat peut étre mis sous une autre forme encore. Il résulte
notamment de

Py ‘

62_;;: =f,:c—f2:cz +.. .+f2n+1 2t — oy 2202 L
qu’aprés multiplication par @Qgn 41 les coefficients de 27 +2, zn+3, .. ..
dans le second membre sont tous nuls. Le coefficient de z2* +%+1 donne
done:

0 = lontrstvgFlansnyy +.ooo Flanrevi—t+Sans1ves

FSonvir1FSon—1vire+. . . F S rtrttvn

1l s’ensuit que

() we=/fonvi+1—Son-1Vito+ ..+ ()T fo Lk p v,

De méme on trouve

(8) e =—[Sfanttk+1—So2n-12k+2+.+(—1)" 5+ fro Lk pa en).

4. Passons maintenant & la détermination des coefficients /. Dans ce

’

but nous multiplions I'équation

L _wtmet. done™™ | stet

Avp—gan—t
Q2nt1Qan Q2n+1 Qan

par Qan 41 Qn; si nous identifions les coefficients des mémes puissances
de z, nous obtenons

1= g w0y + vp g
0 =po w, + rywy + v 0 + ¥, %
0 =g w, + 1, 0, + g w0y + vy 02 + v, 9, + v, 9

0= l‘owu—§+ﬂ| wn—2 . w4 v 1y, v —2 - v,
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Et si nous substituons dans ces relations les valeurs (7) et (8) que
nous venons de trouver, il vient

1=(y, .“o)f2n_(”2l“o)f2n 1+ +(_1)"+1(”nﬂ'o)fn+1

0—(”2F‘o)f2n—‘[(“3#o)+(l‘zF‘;)]f’u 1+
+(—1 )n+‘(”n/“|)fn+1

‘0—'(Vnﬂo)fln (”M‘l)f? n=1 + 4‘(_1)"-"1 (”n l“n—i)fn +1

Il importe de remarquer que tous les coefficients dans les seconds
membres de ces équations se composent, pour la premiére de 1, pour
la seconde de 2, pour la troisiéme de 3, pour la derniére de » détermi-
nants du deuxiéme ordre. Ces nombres se réduisent toutefois, parce
que certains déterminants sont nuls.

Les nombres restants sont donnés dans le tableau suivant

11111...11111
1 2 2 2 2...2 2 2 21
1 2 33 3...8 3 38 21
1 2 38 4 4...4 4 3 2 1
1 2 3 4 5...5 4383 21
1 2 83 4 5...5 4 8 2 1
1 2 8 4 4...4 4 8 2 1
1 2 33 8...3 88 21
1 2 2 2 2 ...2 2 2 2 1
1111 1...11111

Le nombre le plus élevé qui figure dans ce tableau est donc ; ou

g suivant que x est pair od impair. En résolvant le systéme (9) on
constate que c'est la forme que prend (—1)* +! £, 1 qui convient le
mieux pour notre but. C’est pourquoi nous nous bornerons a considérer

ce coefficient 1a.
Examinons d’abord son dénominateur. Celui-ci est constitué par le

déterminant du #° ordre:

(10) A=
(v 120) (Val‘o) (vsro) - - -+ - o« .. (Yamo)
(var0) (v3t20) + (vamy) (s o) + (3 my) - - o . (vmpy)

(vs20) (4 to) + (vs 12)) (vs 120) + (”4 F‘l) + (vq /“‘z) - (vaia)

(-”ru‘“o) (;'l/“‘;) o (Vm“z) DRI (”m“"—i)
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Pour le réduire, nous écrirons
Qen—1=r+rnzst+...F24—qa” 1
Qon—o=xy+2%c+...+%xn—q2""1
Qon_3= ty+ 4 s+ .+‘"_2zn—2
Qen—s=4by+0z+...+ 022"
Q?n—5=”o+ ’1|3’+' . -+’7n—3-’l’"—3

etc.

La relation connue

Q2n+1=a2n+IQ2n+$Q2n-1
donne alors
Yo = @2n 41Ky
1'I’=a2"+1l“l)"l'_ll""l([’=l9 2, ..n)
done
(vp o) = o A p—1
(vp 1) = 4 Ap—1—Hpi
(p tg) = g Ap—t—pp M
(pus) =p3Ap—1—pp X

(Vp F‘n—i) =Un—1Ap-1—RpAn-2
Si nous substituons. ces valeurs dans A, nous pouvons isoler le fac-
teur ,; la premiére colonne devient alors AgA; A, .. .. An—4. Si ’on
retranche maintenant la 1% colonne, multipliée par ,, de la seconde,
la 1¢ multiplie par w, de la troisiéme, etc., enfin la 1% colonne
multipliée par .4 de la derniére, on obtient

A=py X
Ag (2o 2) (o 2g)eveveveeenen.. (g An—1)
A (o A) (o Ag) + (i 2g). - .. () An—t) —niy
Ay (o 23) (o A4) T (g Ag). - - (g An—1) — &

11 résulte de méme, de la relation

Qon=agyn Q2n—-1 +3Q2n—2;
By =a2n A
Up=aznrpt+xp-1(p=1, 2, ..n—1)
Bn=1%n-1

d’on
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(o Ap) == 2p %p -1
(ﬂ. )'p)=hp ”o —)q xp—i
(“2 AP)=)‘}?"| — Xy -1

Undp = Ap%n-—1

Si I'on substitue ces valeurs dans A, on peut donc isoler le facteur
—y; la deuxiéme colonne devient ainsi x x; %, ... %, —1. Silon
ajoute maintenant x, fois la 1% colonne & la 3°, x, fois la 1°"¢ colonne
A la 4¢ etc., enfin %, 2 fois la 1% & la 2, il vient

2o %o 0. .ol 0
A %, (g sg)e e evveennnn (An —1%)
A=—fo2| M Xy (A3 x0) + (A %) ... (An-1%)

An—41%n—1 (An-uc,) ........ (A,,_|u,,_2) l

Dans ce nouveau déterminant, nous multiplions la 1°r colonne par
%, la 2¢ par Ay et nous retranchons la 2¢ de la 1°¢; alors le premier
terme de la ligne supérieure disparait, de sorte que 1’ordre du détermi-
nant s’abaisse d’une unité. Le déterminant prend ainsi la forme:

| (A %) 7 T (An—1%) |
A=y (2 %) (As %0) + (Ag %) vnn (An—1%)
(A,._uco) (A,._1 x,) .............. (A,._1u,;_z) l

Ce determinant a la méme forme que (10). Quand on remplace dans
ce dernier # par n—1, les coefficients v et « deviennent respeétivement
A et %, et I'on trouve précisément le dernier déterminant d’ordre »—1.
Ce dernier peut donc étre réduit de la méme facon et donne en pre-
mier lieu

(1 60) (g g)ee oo (tn —265)
A=ty g %o 1o (15 0,) (13 86) + (12 0,) oo oo (t—29,)
(tn=20p) Gn-28)..cooovei.. (n=20n—-3)
et puis
A=, (0) Qzu—1(0)........ & (0) &0

ou (11) A=a2a,t" "V L. asy.
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5. Pour examiner le numérateur de (— 1)*+1 fu +1, nous écrirons
suivant (9)

(=)t afupi=(—1r-1X
(vaee) (vamo)t(varey)  (vareo) =+ (vapay) o (vntte) A+ (n—apty)
(v3r40)  (vamo)+ (va1y) (vsa0)+ (vamy)+ (vseq) . . (vnrey) + (Yn—1&4)
(vatto)  (vsieo)+(varey)  (voreo)t(vsiay) 4 (vats) - - (vnita)  +(vn—1t5)

Onrtte)mtto) -Gttt - Gmsttn) - (omtines) - (ntitns)
(Vnﬁ‘o) (Vm“l) (an‘z) . e (Vm“n—‘z)

o A a la signification (11).
Si I'on fait subir & ce déterminant les transformations de tantdt,
c.a.d. que I'on isole d’abord le facteur x,, et que ’on retranche ensuite

des 2¢ 3¢, ...., (x — 1)° colonnes la 1°* colonne, multipliée respec-
tivement par &, , &y, . ..., fin -2, ON trouve:
Afn+i = o X

A (mory) (#a2) +(#aA) (HeA) +(k4,) oo (Boren) (k) 2s)

A (t“o a) (”’o V) +(“AA )(f‘o A) (g, ~)+("xA) ("a A1) +(l‘:'\-—!) —(tear o)
2 (f‘o s) (l‘o'\s) +(’l'l s) (f‘o l) +("1 b)+("z o) (": —l) +("n"~—l)_("-A)

-—! (f‘o l—l) (“l n—l) (F’- 0) (“3 n—l) ("a 1) LR ("HAQ—l)_FIAH
A1 Ay — KA, — KA, B Y P

Quaand on élimine maintenant x, et que I’on ajoute, aprés avoir isolé
le facteur — Ay, aux 3¢, 4¢, ... ., (v —1)° colonnes la seconde, multi-

pliée respeclivement par A,, Ay, . ..., (An_3, il vient:
A frn+1= — ok X
A m () (Ax)+(A%) (Ax)+(A4,) oo (Aeo) + (M)

Ao (Axg) (A H(A%) (Axe) F(Ax) +(A%) « + (Aeaikg) F (Ansx, )+ (Asx,)

A % (A "o) (A o)'i'(A "l) ('\0 O)+(Al"l)+(A ":) ()‘n—l"u)+(’\~—”‘s)+("-—8"a/
;‘-—1 ] (A-—l"o) V‘-—l"n) ("-—l"a) . ('\--n"H)
Aax., O 0 0 0

On peut continuer de cette maniére, en déduisant d’abord de

Qon-1=asm—1 Qan—2+ 2 Qn_3
Ao = Gan -1 %,

M=am—1xpFip_1(p=1,2,..,2—1)
et de
ARCHIVES NEERLANDAISES, SERIE II, TOME XI. 11




162 W. KAPTEYN.

Qn-2=a_2 Cm-3+ = Q. -4
Ko = Q-2
Xp = G2n-21p + 9,,_1 ([) = 1, 2,. ey N — 2)
¥n—1 = 0"__2
On obtient alors de méme
A for1=(—1Prgrex04 X

Mooy b (18) .. (n-a) +(1n-58,)

Ao %y ko Oy (1) - (m-30p) +(m—sd) + (1n—36,)

Ay %y iy by (40) .. (tn—olp) - (1n-30)) + (1a-s8;) + (4 =505)

Ap—2 ¥n—2 In-2 bue 0 .. 0
An—1 ¥n—1 0 0 0 .. 0
et enfin, si

Qn+‘2=:o+§|’+ .- —I-Zra/'"
et =¢ + 52+ ..+ &2

ol r=g+l et .s*=g dans les cas ol # est pair,

&d ,+

et r=""T" ¢t s= 5 dans les cas ol # est impair,
T P R 4
O A A N
(12) Afut1=.... A%y 13 by ... S5e
=(—1"@(0) Q201 (0)..Qu+2(0)| . . . . . . :
M2 Xp=2 tn—2fp—2....0 0
M—1%n—1 0 0 00
ol A= —l—l ou ”———1, suivant que # est pair ou impair.

2
De (11) et (12) on tire maintenant la valeur cherchée de f;, + 1, sous
la forme

(13) a"tle e L dhdur fu =
Moxoy 0 .8 g
M oxo B 0 56
=1
=2 Kn—2 In—2 0:;—2 ...00

A=t ¥n—y 0 0 ...00

6. Revenons maintenant & la question dont il s’agit. Nous remar-
quons & cet effet que
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Q=a =2(@r+1)
Q=8 +2=26+1)p+2)+s
Gy =ay 8y 05+ (2, Fay) e = 27 (v+1) (¢ +2) (v +8) +-22 (v +2) &

d’ol ’on déduit aisément:

Q=26+ De+D. o014 g by
(n—2) (n—3) 22
+2!2‘(v+ l)(v—|—2)(v+n—1)(u—|—n)+”"] )

22

w4+ 1)(+2)...(v+ =)

Le dernier terme est

ou
n-1
(41 2
2y 4-1). ,(,, +:‘)(u +%‘?). . (v4n)

suivant que 7 est pair ou impair.

11 résulte de cette formule que
n—p—1)22—p—2). .(2n— 2p)

..........

Ap =

pl
. A2pn—-p-—1 (P=1, 2,.., ”—”1)
(@n—p—2)Rn—p—38)...@n—2 p—1)
Xp = 1)! Gp4ie « o oo
. B2p-p 2(p—1 2 cyn— l)
(@n—p—38)(2n—p—4)...(20n—2p—2)
Ip = ______.7— — = =T Ay
..oazn—p-3(p=1,2,..,2—2)
. (21&—p—4)(2n—p—5) (2n—2p—3)
01) . 7 Ap+e.. ..
(14) v

. ag,,-p_4(p=l 2,..,n—4)

o _—pt Nt e—tpty)
] Y

n

41
2

. a"_,)+2<p—l, 2,.,”_*_1)
5

_ (n—p+41)(n—p)...(n—2p+2)
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tandis que Ap — 1 =nay, xpn—4=1,th_o=(m—1) ap -1, 0, —2=1ete.
On veit ainsi que, suivant que » est pair ou impair, les lignes suc-
cessives du déterminant sont divisibles:

la 1°7 ligne para, .... an
la 2¢ ligne para, .... an—1
nwpair (. . . . . .
W\ ..
la <§> ligne par ag "
la 1% ligne para, .... an
la 2¢ ligne para, .... @n—1
nimpair{ . . . . . .
n—1\® .
la ( ) ligne par @, 41 @0 +3
2 = 1

Dans le premier cas on peut donc extraire le facteur

n
a,a2...an %...an-1%a,
- +1
2
et dans le second le facteur
v ' n-t n-t
aya5 .. any1 ® anys 2 .. .8n-1%6n
2 2

Dans le cas o0 # est pair on trouve donc

4"+ azn-1 ... aﬁ+1 a5'—+2 ces Gl fur1 =
2 2
7 ’ ’ 7’
A %y I3 . £
’ ’ ’ .
Ay Xq by &
!’ ’
Ag x.,: Ilﬁ ..... 81"
L 2 2 2 2
_ 2
(15) =(—1) An %n In e 0
gttt 5+1 5 +1
An=—2 %¥n-2 In-2 ..... 0
A =1 Xn—=1 0 ..... 0

et quand « est impair
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"t et aniitants . Gnantt farr =
2 2
All xl' "' El’
T Y &'
Aln-i %,n—‘l ‘ln-'l ce 5,n—i
n-1 T2 2 T2 T2
(16) =(— 1) 2 A+ Xn4+1 Int1 - .. Entd
T2 T2 T2 T2
Mi~2 X¥n—=2 ln=2 ... 0
AM—-1%2-14 0 ... 0
ol
, 2n—p—1)...2n—2
Ap= (—“_")'—;",- ("’ __l’) Ay —p+2.- 820 = p—1
, n—p—2)... (2n—2p—1
xp=( I ) p!( (d )an_,,+2...az,;_p_2
17 , 2n—p—38)... (W—Lp—2
( ) ] =( 14 ) ’( (4 )au—p+2---a2n—p-—3
b’
g o). (e 2p42)

p=" y

n!

Les degrés en a des deux derniers déterminants sont rendus clairs
par les deux systémes suivants

1 n—2 n—3 a—4 ... 1 0
2 n—2 a—3 a—4 ... 1 0

o n—2 n—3 a—4 ... 1 0
) +12—3 a—+ 2—5 ... 0

3 +2| »—5 a—6 a—7 ...
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1 n—2 u—8 au—4 ... 1 0
2 n—2 =3 n—4 ...1 0
”;’1 n—2 a—3 a—4 ... 1 0
"—-!;l n—2 n—8 a—4 ...1 0
”_+_3 n—4 u—5 n—6 ...
2
n—2 3 2 1
n—1 1 0 0

Quand on remplace donc a,, par fa, et que I'on multiplie les

e
:—;—}- 1) ( + 2> . (n — 2)° (« — 1)° lignes respectivement
par ¢ =5 -3,
dans le cas ol # est pair, toutes les colonnes sont rendues de méme
M=hm=2)
degré et 'on peut extraire le facteur ¢ 2 . Le degré en a), est
done le méme pour tous les termes, savoir:

(”;])_2( 2. —(14384... (n— ))='—4—“"-.

Quand # est impm'r et que I'on multiplie les

(u +3> (ﬂ + 5 ... (m — 2)* (n — 1)° lignes respectivement

par l2 m=5 t"‘*"’,

toutes les colonncs deviennent encore du méme degré. On peut donc
(n=1 =1

isoler le facteur ¢ 2 , et conclure que le déterminant est homo-
géne par rapport aux grandeurs «,, et du degré
n—1) (n— —1)2
LD o pat gy =T

Du premier membre de (15) on peut donc extraire le facteur
n"+ ﬁn‘ﬂ; nO—=2)

PR et du 2¢ membre le facteur 2 * . Réunissant ces facteurs
on obtient ‘
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intlgntlg,n—1  a, @ _....GnG8n41frn+1=
gttt g+2
’ ’ ’ 4
M %y 4 N
’ !’ ’ ’
Ay %y by ... &
’ ’ /
Ag x’,_; ln. PR 6-,!
"y 2 2 2 2
—_ 2
(18) - (_ l) An 1 xn 1 ‘n PR 0
MAMi—92 ¥n—-2Ip—2..... 0
M-l %¥n-1 0 ..... 0

ol ’on doit remplacer, tant dans le premier membre que dans le second,

ay par v + p.
De méme, 1'équation (16) conduit 3

22n+1alﬂ+1 0211—1 . a_ll_+_12a_!l_+_3- -analt+1‘ﬁl+1 ==

2 2
A/ %, ' &’
’ ’ 7 ’
v %y 1y &

’ ’ ’ ’
ne—1 An—-1"n—_1_‘n——1 cee Ep—1
5 2 2 2

19) =(-1)? ?
).,.+_1 n 41 it .- Entt
2 p 2 2
Ai—2 Xp—2 Ip—2 ... 0
An—1 Xn—1 O . .. 0

ot I'on doit également remplacer @, par v + p.
Pour » = 4 on trouve ainsi

e+ +2' 0+ + N6 +5)4=

6aay Ha; 4
=—| 10aa; 6a, 3 |=2(+ 2)(Tv-}+19),
4 a, 1 0

et pour 2 =35
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20 1042+ 36+ 4+ 5) b + 6) fo =
8agasay Taga, 6ag 5
__|21aga4a; 15a5a410a; 6
" |20a,a5a; 10a4a; ba, 1
bag 1 0 0

=2(y+2)(21v*4-181»2+4 518y 473).

Pour finir, je remarquerai encore que de

(e = 2"[‘(7—}-1)3-—1 [1 (:)]

ol , représente les racines successives de /* (z) =0, o0n déduit

Iv+1 © 2
i (z()—Z) =s£1 (at..,V)ZZ_ 2=/ iz +A2+A21
done
Fomg s

’__:i(wsy)‘lr-a'
- 1 ..
Si 'on prend v = 3 il vient

l 22n—1
() = (eayr B

®
=
5=
ol B, représente le coefficient de Bernouilli. Ce qui précéde donne
donc aussi un moyen d’exprimer ce coefficient sous forme de déter-
minant.



CONSIDERATIONS SUR LE PARALLELISME
DES GRANDEURS ELECTRIQUES ET MAGNETIQUES,

PAR

J. A. VOLLGRAFF.

§ 1. Tous les physiciens paraissent portés & admettre qu’il existe entre
les grandeurs électriques et magnétiques un certain parallélisme. Toute-
fois on n’est pas enti¢rement d’accord sur tout ce qui se rapporte a
ce sujet.

Herrz s'est laissé guider par la considération de ce parallélisme,
lorsqu'il essaya de se rendre compte du rapport, qui existe entre la théorie
de MaxweLL et les théories plus anciennes basées sur ’hypothése d'une
action & distance !). Dans ses deux mémoires sur les équations fonda-
mentales de I'électromagnétisme 2), ce parallélisme joue également un
grand role; cependant il faut remarquer qu’il s’y borne a la considération
de charges magnétiques invariables. M. Heavisipe ®) parle également
de l'existence de cette analogie entre les grandeurs électriques et mag-
nétiques. Mais, comme dans son systéme les charges magnétiques et les
courants de conduction magnétiques n’ont qu'une existence fictive ¢), on
peut dire que cctte analogie est en grande partie artificielle.

Hertz comprenait fort bien que ses équations fondamentales ont une
formetropsimple, pour pouvoir représenter correctement les phénomeénes
électromagnétiques et optiques dans les corps en mouvement. Les expé-

*) pUeber die Beziehuugen zwischen den MaxweLL'schen electrodynamischen
Gruadgleichungen und den Grundgleichungen der gegnerischen Electrodynamik”,
Wied. Ann. 23, 1884,

") pUeber die Grundgleichungen der Elektrodynamik”, Wied. Ann. 40 et
41, 1890.

*) nElectromagnetic Theory”, I, 1893.

*) ELl. Th.” I § 51: ,The divergence of induction measures the ,magneti-
fication” if there is any to measure, which is a very doubtful matter indeed.
There is no evidence that the flux induction has any divergence; it is purely
a circuital flux, so far as is certainly known, and this is most intimately con-
nected with the other missing link in a symmetrical electromagnetic scheme,
the (unknown) magvetic conductivity.”
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riences de M. A. Ercuexwarp ') suffisent pour faire voir combien Herrz
avait raison. Il faut donc modifier les équations; mais jusqu’a quel point
faut il y laisser subsister le parallélisme susdit?> Dans la théorie des
électrons, ol I'accord avec le résultat des expériences de M. EicnENwALD
est complet, il n’existe pas de courant magnétique parfaitement ana-
logue au ,,courant de RéNTaEN", observé dans ces expériences 2). — M.
EicHENWALD lui-méme n’est apparemment pas convaincu de I’existence
d'une différence de forme entre les deux équations fondamentales ).

Le but de cet article est de discuter trés briévement les opinions de
quelques physiciens sur cette question et sur une ou deux questions qui
s'y rattachent.

Les notations employées sont celles de M. E. Conn *).

Y} Ann. d. Phys.,11, 1903 et 13, 1904: ,Ueber die magnetischen Wirkungen
bewegter Korper im electrostatischen Felde.”

') H. A. Lorextz, Encyclop. d. math. Wiss. V, 2, 1904, ,Electronen-
theorie” § 49: ,Schliesslich mége hervorgehoben werden dass in der Elektronen-
theorie der Parallelismus zwischen den electrischen und den magnetischen
Erscheinungen nicht so weit geht wie in der Theorie von Hertz. Der .. ., mag-
netische Strom”. .. zerfillt nimlich in die Teile $3 und Rot. [B.w|. Dieser letztere
ist aber nicht mehr genau das Analogon zu dem RiNTGEN-strome, fiir welchen
wir jetzt den Ausdruck Rot. [P.w] gefunden haben; diesem aber wiirde der
Vektor Rot. |M.w] entsprechen.” — Dans les notations de M. Coun, employées
ici, B et  s'appellent B et u; M est (B— M); c'est le vecteur I de 1'équd-
tion (4') § 4; P est (e—e¢,) E dans un corps isotrope.

*) Ann. d. Phys. 11, p. 441: ,Zum Schluss will ich noch bemerken, dass
ganz analoge Gesetze auch fiir dic Bewegung der Korper im magnetischen Felde
gelten miissen.”

*) nDas Elektromagnetische Feld”. E est la force électrigue, M la force
magnétique; € est la polarisation électrique, T la polarisation magunétigue;
dans les corps isotropes on a, selon Hertz, € = ¢ E, M = uM; dans le vide
ona € =¢,E, M=p,M. A est le courant de conduction électrique. La vitesse
est désignée par w. I'(d) est la divergence du vecteur 4, c. & d. I'expression

?(;15 (}31/" aB‘z— , 1a ot il n'y a pas de discontinuité, et 1’expression
(A4y, + AN,) aux surfaces de séparation, les normales de part et d’autre
étant désignées par N, et N,. P(A) est la rotation du vecteur A; sa premiére
composante est C ;yj — %’1") A désigne un vecteur dont la premiére composante
est ga“‘fr |[A.B] est un produit-vecteur, dont la premiére composante est
(B: Ay —By.A:z). V est une constante universelle; dans le sysltéme é’lectm-

sec

magnétique on a 47, =1 et 47V =1, et par suite 47¢, = 4 10% om™
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§ 2. Les équations de Herrz sont les suivantes:

1 19
(1) fM,, ds—= —VfodS—}— 5 'azfg” s,
12
@) fE, b=— f My dS.

La surface S et son contour s sont entrainées par la mati¢re. Il n'y
a point de différence essentielle entre la matiére et I'éther: en chaque
point de I'espace I'existence d'une vitesse unique doit étre admise.

La densité de la charge électrique est T (€), celle de la charge mag-
nétique T (M) 1).

Hertz ne parle ni d’une aimantation 7, ni d’une induction magné-
tique B. On peut introduire ces deux vecteurs en posant

() T (/)=—T (M),
4) Bi=M+ 2.

') Hertz donne & ces charges le nom de ,charges vraies” et introduit en
outre les ,charges libres” I' (E) et T (M). Un morceau de fer non-aimanté et
dépourvu d'hystérésis porte, lorsqu’on le place dans un champ magnétique, des
charges magnétiques libres, mais il ne porte pas de charges magnétiques vraies.
Dans ce morceau de fer on a I (I) =0, d’aprés I'équation (3), et le vecteur I
y est considéré comme nul; mais I'aimantation I de MaxweLL, dont il est
question dans I'équation (4'), incompatible avec I’équation (3), n'y est pas nulle.

*) Pour pouvoir calculer les vecteurs B et M dans des cas particuliers, on
doit admettre que le vecteur I est connu en chaque point. Lorsque dans un
champ magnétique uniforme M: = M’ on introduit une sphére non-aimantée
et dépourvie d’hystérésis (I = 0), on trouve qu'aprés l'introduction de la
sphére on a

' g 3“"1 o T p

= — 1el I'axe des Z

B, M“l+2“,para ele a 'axe des Z,
N
Ba;=yMw=—pgTB-,
N
By=l4-"y=—llg';,

B: =uM: = [M'—aa{_l']v

o I'indice 1 se rapporte & la sphére, tandis que les grandeurs appartenant au
milien ambiant sont sans indice. Dans ces équations on a
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On voit que les vecteurs / et B ne sont pas complétement déterminés
par ces équations; cependant on leur attribue généralement une existence
réelle; la remarque faite & la fin du § 4 suffirait seule pour montrer
qu’on a raison de le faire.

o
L’équation (2) fait voir que I’expression 5 f My dS est nulle pour

une surface fermée quelconque: la charge magnétique doit donc étre
constante pour chaque élément de volume. Il en résulte que nous ne
pouvons considérer le cas od I'aimantation d'un corps (c’est toujours des
charges magnétiques vraics, de I’aimantation dite permanente qu’il s’agit)
est variable, tant que nous n’avons pas modifi¢ la forme de 'équation (2).

§ 8. L’équation (2) peut étre modifiée & cet effet de deux maniéres
différentes.
On peut d’abord la remplacer par '’équation de MaxweLL

(5) frm=— T,afB\ds

En effet, des équations (3) et (4) il résulte
(6) ' T'(B)=0;

'aimantation / peut donc varier d'une maniére quelconque sans que
I'équation (5) cesse d'Ctre applicable.

On peut aussi introduire un courant de conduction magnétique A’ et
écrire, au lieu de I'équation (2),

| ' 1,
") fEsds=—7[Ay S — ”[fsmNds

Par l'introduction de ce courant la forme des deux équations fonda-
mentales devient la méme. Nous pouvons choisir le courant de con-
duction magnétique de telle facon que les équations (5) et (7) deviennent
équivalentes. Il suffit qu’on ait

_ m— Ky, COsP

—_ . —_—

T2k Tt

« étant le rayon, » la distance d'un point au centre de la sphére et 8 I'angle
que fait avec I'axe des Z le rayon vecteur de ce point.
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0
(8) Ay as=; [ (B—m)yas]
ou, d’aprés (3) et (4),
; q
(9) AY dS=-, [I.vdS] .

¢ 4. Les remarques suivantes doivent étre faites au sujet de I'intro-
duction de ce courant de conduction magnétique A’.
a) Au lieu de I'équation (4) MaxweLL écrit partout

4) Bi=M+1".

L’équation (4) se trouve chez Heavisipe et chez Conn. Ici ¢’est bien
Péquation (4) qui doit étre employée: si nous voulions nous servir de
P’équation (4'), I’équation (2) ne saurait étre considérée comme la forme
spéciale que prend I’équation (5) pour /= const. — L’équation (4")
est employée dans la théorie des électrons.

) Ce qui nous autorise & introduire le courant A’ défini par I’équa-
tion (9), c’est la considération suivante. Le courant de conduction élec-
trique A est accompagné d’un dégagement de chaleur, qui s’écrit par
unité de volume et par unité de temps

(10) W=AwEx+ Ay Ey+Az Ez-

On pourrait méme dire que le courant de conduction électrique est
défini par cette équation. En tout cas nous pouvons, par analogie, ap-
peler ,,courant de conduction magnétique’” un vecteur A’ qui satisfait &
Péquation
(11) \y'=A‘1;’ Mx+Ay’ My+A;’ Mz,

oll ¥ est le dégagement de chaleur par unité de volume et par unité
de temps en cas de variation de I'aimantation. Or, il est évident qu’on
ne peut rigourensement démontrer que les équations (9) et (11) donnent
partout pour A’ la méme valeur; mais ce qu'on sait, c’est que dans les
variations cycliques ol le corps considéré ne se déforme pas, en sorte

0
que A" = a—f d’aprés I’équation (9), et ou M et / ont constamment a

) A vrai dire, MaxweLL (qui se sert d’autres unités) écrit Bi= M+
4x 1.
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peu prés la méme direction, le dégagement de chaleur s’exprime par la
formule

, 91
(12) ¥ = f Ve

I'intégration étant étendue & une période entiére.

Il semble donc permis de compléter les équations de Herrz par 1'in-
troduction du courant de conduction A’. Une partie du courant magné-
tique (aussi bien qu’ une partie du courant électrique) est accompagnée
d’un dégagement de chaleur; c’est cette partie 13 que nous appelons le
courant de conduction magnétique.

¢) M. HeavisIDE considére comme analogue a la polarisation électrique
€ non pas, comme Hir1z, la polarisation magnétique M, mais I'induc-
tion magnétique 5. Dans son ouvrage, ’expression I' (B) porte lenomde
densité de la charge magnétique ou ,,magnetification’’; d’aprés1'équation
(6), admise par M. IIavisiDE, cette expression est nulle; la charge mag-
nétique est donc, d'aprés le passage cité au §1, note 4, une grandeur
fictive. On voit, en comparant les équations (1) et (5) entre elles, que
lorsque B est considérée comme analogue & €, il n’y a pas de terme mag-
nétique analogue & A, et si ’on veut néanmoins introduire un courant
de conduction magnétique, ce courant sera lui aussi une grandeur ima-
ginaire. HErTz ne se sert pas de pareilles fictions, et je crois pouvoir dire
que M. HeavisIDE se trompe en disant que 1’analogie défendue par Herrz
est inexacte '). — M. EicHENWALD ajoute aux paroles citées au §1 la
remarque suivante: ,,Seulement nous n’avons pas de magnétisme vrai” 2).
Ici le magnétisme vrai est pris dans le sens de la ,,magnetification’’ de
HEavisIDE, et non pas dans le sens que Hertz attribue a cette expression.

d) L’opinion d’apres laquelle la charge magnétique vraie de Herrz
doit, elle aussi, étre considérée comme une grandeur sans existence réelle )

Y ,ElL Th.” I § 83: ,1 may here point out that a clear recognition of the
correct analogies between the electric and magnetic sides of electromagnetism
is essential to permanently useful work. Many bave been misled in this respect,
especially in comparing MaxweLL's displacement with magnetic polarisation.
The true analogue of [€] is B. Investigations based upon the false foundation
mentioned can lead to nothing but confusion.”

*) pNur haben wir keinen ,wahren” Magnetismus.”

*) Voir Encyclop. d. math. Wiss. V, 2, ,MaxweLL’s elektromagnetische

Theorie” § 15.
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n’est corroborée, si je vois bien, par aucun passage de ses mémoires.
Cette opinion est due, me semble-t-il, & une confusion entre les idées
- de M. Heavisip et celles de HerTz. — Herrz introduit les polarisations
comme des vecteurs dont les composantes sont liées & celles de la force
électrique ou magnétique par des équations linéaires; la divergence de
ces polarisations est la charge vraie. Il n'est pas question chez lui de
polarisations autrement définies, ni d’une charge magnétique égale a la
divergence de 'induction magnétique. Il dit, en parlant d’un terme qui
contient la divergence de la polarisation magnétique, que ce terme est
nécessaire pour expliquer I'induction unipolaire ’); il ne parlerait évi-
demment pas ainsi si ce terme était nul.

¢) La quantité de chaleur, représentée par 1'équation (11), est une
grandeur réelle. La force magnétique M étant considérée comme exis-
tant partout, le courant A’ a lui aussi une existence réelle, et il en est
de méme, d’apreés I'équation (9), du vecteur /.

§ 5. L’équation (5) peut s’écrire
0
18) V[Esda=—§zfnada,

ol le potentiel-vecteur est défini par les équations

(14) P () = B,
(15) T () =0.

MaxweLL 2) fait voir que 1'équation (13) peut s’écrire

or1 9
(16) rE-x:=Bwuy_Byuz——a‘;—r£, etc.,

ol u est la vitesse par rapport & un systéme quelconque d’axes rectan-
gulaires, considéré comme immobile; on prendra en général un systéme
d’axes entrainés par la terre dans son mouvement.

*) Gesamm. Werke II, p.265: ,Endlich bleibt iibrig ein dritter und letzter
Teil, welcher als eine durch konvektiv bewegten Magnetismus erregte elektri-
sche Kraft gedeutet werden und zur Erklirung gewisser Erscheinungen der
unipolaren Induktion herangezogen werden muss”.

%) pElectricity and Magnetism”, § 598.
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La fonction { doit étre déterminée dans chaque cas d’aprés les cir-
constances du probléme. MAXWELL lui donne le nom de ,,potentiel élec-
trique” '). Quelques physiciens ont été trompds par cette dénomination. .
M. Porncarg %) dit que d’apres les idées de MaxwELL 1 est un potentiel
~ électrostatique, en quoi il nous semble qu'il fait erreur; car, s’il en
était ainsi, on devrait avoir, d’aprés MaxweLL,

0/ N d Y d s oY
G+ ()R +e=0
ol p désigne la densité de la charge électrique.

MaxwEeLL écrit au contraire

(18) p=T(®),
et dans les corps isotropes
(19) C==<k;

des équations (16), (18) et (19) il résulte
2 , 1 o, .
@0) g [el=Frmt Yt 5 5+ k] +
0
+@[6{...}]+-5;[£{...}]+p=0.

Les équations (17) et (20) ne sont compatibles que si I'on a
0
) o [ Bets+ Bt o] Lt gt ]=0

équation qui n’est pas dans MAXWELL et qui n’a pas de sens.
Voici quelle est peut-étre Iorigine de cette erreur. Les théories qui
admettent I’action & distance — de WeBERr, de NEuMany, de Heru-

") »El & Magn.” § 598: ,The quantity ¢ is indeterminate as far as regards
the problem now before us, in which the electromotive force round the circuit
is to be determined. We shall find, however, that when we know all the cir-
cumstances of the problem, we can assign a definite value to ¥, and that it
represents, according to a certain definition, the electric potential at the point
(e yz)

%) ,Electricité et Optique” § 166: ,La fonction ¢ est une fonction quelcon-
que des coordonnées assujettie a la seule condition d’étre uniforme. MaxweLL
admet que c'est le potentiel électrostatique résultant des masses électriques qui
peuvent exister dans le champ.”
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Hor1z, — considérent le champ électromagnétique comme la résultante
d’une superposition de deux champs partiels, dont le premier est do
aux courants et aux aimants, et le second aux clrarges électriques. Herrz,
danssa thése '), admet cette superposition: il se sert d'un systéme d’équa-
tions déduites de la théorie de WeBER. Dans le cas des rotations qu’il
considére toutes les grandeurs sont indépendantes du temps. La forme
que prend dans ce cas I’équation (16), savoir

(22) VE, = Byruy— Byu,— %b,

correspond 2 la forme d’une équation employée par Herrz. Sculement,
chez Herrz ¢ est le potentiel électrostatique, ce qui nest point le cas
chez MAxwELL.

On sait que Her1z reconnut plus tard la supériorité de MaxwerL 2).
Dans sa thése, il parle en pen de mots des calculs de MaxwELL, mais
ne dit pas que la théorie de ce dernier conduit & d’autres résultats que
celle de WeBkr. Comme d’autre part MaxwerL donne & la fonction ¢
le nom de potentiel électrique, la lecture de son traité, jointe & celle de
la thése de Herrz, peut faire naitre dans esprit une certaine confusion.
On comprend dés lors que M. J. J. TomsoN, dans un Appendice ajouté
par lui au chapitre IX, Part. IV, du traité de MaxwELL (troisiéme édi-
tion, 1892), croit devoir combattre, en se basant sur la considération
d’une sphére tournant dans un champ magnétique, la prétendue opinion
de l'auteur, d'aprés laquelle ¢ serait un potentiel électrostatique. Il
ajoute qu’a son avis la fonction

1
(23) =y — 7 (Mzua + Ty ny + Mzuz)
est le potentiel électrostatique. Plus tard, en considérant de nouveau

Y} ,Ueber die Induktion in rotierenden Kugeln”, 1880.

) pAusbreitung der elektrischen Kraft”, p. 147: ,Die Ergebnisse der Ver-
suche, welche ich iiber schnelle electrische Schwingungen angestellt habe,
scheinen mir der Maxwett’schen Theorie ein Uebergewicht iber die anderen
Theorien der Elektrodynamik zu verleihen. Gleichwohl habe ich der ersten
Deutung jener Versuche éltere Anschauungen zu Grunde gelegt, indem ich die
Erscheinungen zum Teil zn erkliren suchte aus dem Zusammentreffen der
elektrostatischen und der elektrodynamischen Kraft. Der MaxwerL'schen Theorie
in reiner Entwicklung ist ein derartiger Unterschied fremd.”

ARCHIVES NEERLANDAISES, SERIE IT, TOME XI. 12
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le cas de la sphére tournante '), il est arrivé & la conclusion que la fonc-
tion @ elle aussi n'est pas le potentiel électrostatique: dans la théorie
de MaxweLL, la décompesition du champ en deux champs partiels n’a
pas de sens.

§ 6. Mais que voulait dire MAXWELL en appelant ¢ le potentiel
électrique dans les termes cités au début du § 5? Dans son mémoire
,»On Physical Lines of Force’ 2), on trouve une équation & peu prés
identique avec 1'équation (16); au lieu de B celte équation contient le
vecteur M, c’est 12 la seule différence. Or la fonction ¢ y est appelée
,,tension électrique” °). Cette expression nous améne A supposer que
MaxweLL a voulu dire que la fonction ¢ détermine une force pondéro-
motrice; comme le potentiel électrostatique (auquel la fonection ¢ se
réduit lorsque le champ est statique) posséde certainement la propriété
de déterminer une force pondéromotrice, la fonction ¢ dans un champ
quelconque peut alors étre considérée comme un potentiel €lectrostati-
que généralisé, comme un potentiel électrique. La valeur qu'il attribue
dans son traité (§ 619) & la force pondéromotrice dans un champ quel-
conque confirme cette hypothése: d’aprés cette équation, la force pondé-
romotrice par unité de volume pour un corps non-aimanté et qu'aucun
courant ne traverse a pour premiére composante

\ - oY
(24) =y

Dans la troisiéme édition on a corrigé cette équation en écrivant avec
M. Firz-GeraLp

(25) X=yEz;

mais rien ne prouve que I’équation (24) ne correspondait pas & la pen-
sée de MaXWELL.

Au sujet des équations (16) et (24) nous avons encore deux remarques
A faire.

Y ,Recent Researches in Electricity and Magunetism”, 1893, chapltre VIL

*) Phil. Mag. 1861.

) o¥ is a function of (xy .t), which is indeterminate as far as regards
the solation of the original equations, but which may always be determined
in any case from the circumstances of the problem. The physical interpretation
of ¥ is that it is the electric tension at each point of space.”
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a) Les considérations précédentes n'expliquent pas pourquoi, suivant
les idées de MaxweLL, la fonction ¢, potentiel qui détermine une force
pondéromotrice, doit figurer dans '’équation (16). On sait que MaxwEkLL
g’est longtemps ingénié & inventer différents mécanismes dans le but de
ramener la théorie de I’électromagnétisme & la mécanique classique.
Probablement 1'idée en question est-elle due & la considération d’'un
mécanisme. Il peut avoir songé & la pression ¢ existant dans un ,,fluide

" électrique™.

b) En écrivant les équations (16) et (24), MaxwELL n’a pas tenu
compte de la loi de la conservation de 1'énergie. On ne peut guére
espérer arriver & un systéme d’équations compatibles avec cette loi, si ce
n’est en partant de cette loi méme et des équations fondamentales. C'est1a
la marche suivie par Herrz dans le calcul des forces pondéromotrices ‘).

§ 7. Nous avons vu aux §§ 3 et 4 que, pour ce qui est des courants
de conBuction, le parallélisme entre les grandeurs magnétiques et élec-
triques n’est pas en défaut.

Lorsqu’on introduit des ases considérés comme immobiles, les équa-
tions fondamentales (1) et (7) prennent la forme suivante

(26) VP(M)=A + € 42T (€) 4 P[€.4]
(27) VP(E)=A~4 M+ v T (M) + P[M.«].

P[€.«] est le courant de RonteEN. — Notons que I’équation (27)
peut également s’écrire

(28) — VP(E)= B+ P[B.4].

D’aprés les expériences de M. EicHenwavp il faut, pour les corps iso-
tropes auxquels ’applique 1'équation (19), remplacer € par (¢ — ¢,) ¥
dans Dexpression du courant de RinteEN. On peut considérer ¢, &
comme la polarisation de I'éther, et (¢—¢,) & comme celle de la matiére:
un corps diélectrique en mouvement n’entrainerait que cette derniére
partie de la polarisation. Herrz a déja fait allusion & la nécessité de
distinguer deux parties de la polarisation 2). Les axes peuvent toujours

") n,Grundgleichungen fiir bewegte Korper”, §6.

*) pAusbreitung der elektrischen Kraft”, Anmerk. 29: ,Zweckmissiger diirfte
es sein, die Polarisation des Aethers als die eine, die Polarisation der ponde-
rabeln Materie als zweite Variabele einzufiihren.”

12%
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étre choisis comme il a été dit au § 5; rien ne nous empéche de con-
sidérer 1'éther aussi comme entrainé par la terre dans son mouvement,
I’hypothése d’un éther pondérable ') paraissant compatible avec tous
les phénoménes.

Or, ¢’il existait entre les phénomeénes électriques et magnétiques un
parallélisme complet, et si les équations (26) et (27), sauf correction
du dernier terme de chacuue d’elles, pouvaient certainement étre admi-
ses, une partie de la polarisation magnétique devrait ne pas étre entrai-
née par un corps en mouvement. Farapay?2) parle en effet d’un systéme
de forces non-entrainé par un aimant en mouvement. Cette idée se
. retrouve chez M. G. Mie®) Remarquons de plus que dans les paroles de
Hertz citées plus haut il est question de distinguer deux polarisations
magnétiques, tout aussi bien que deux polarisations électriques.

Malgré tout il ne parait pas que le dernier terme de 1’équation (27)
doive subir pour les corps conducteurs une correction quelconque.
Lorsqu’un fil conducteur se meut dans un champ magnétique,Ya force
électromotrice induite dépend, comme l'indique ce terme, du nombre
de lignes de polarisation que le fil coupe par unité de temps. Dans le
cas de 'induction unipolaire, les deux derniers termes de I’équation (27)
sont en jeu, si le corps a une aimantation permanente, le dernier seul
lorsqu'il a une aimantation induite *); dans I’un et I’autre cas le dernier

Y) Voir p. e. H. A. Lorentz, Encyclop. d. math. Wiss. V 2, , Elektronen-
theorie” § 64.

*) ,Experimental Researches” § 3090: ,When lines of force are spoken of
as crossing a conducting circuit, it must be considered as affected by the trans-
lation of a magnet. No mere rotation of a bar magnet on its axis produces
any induction effect on circuits exterior to it... The system of power of a
magnet must not be considered as necessarily revolving with the magnet...
The magnet may even in certain cases be considered as revolving amongst its
own forces and producing a full electric effect, sensible at the galvanometer”.
§ 220: ,Thus a singular independence of the magnetism and the bar in which
it resides is rendered evident.”

) ,Entwurf einer allg. Theorie der Energie-iibertragung” (Sitzungsber. d.
Wien. Ak. d. Wiss. Bd. CVII, Abth. ITa, 1898), p. 1179: ,Befindet sich in
dem Raumelement gewohnliche Materie, so miissen wir jedenfalls einen Teil
dieser [electrischen oder magnetischen] Energieform als innere Eunergieform
bezeichnen, da sie bei Ortsinderungen der Materie zum Teil mitgefiihrt wird.
Ein Teil aber ist, so viel wir heute wissen, unabhingig von der Materie und
folgt den Bewegungen wenigstens nicht unmittelbar.”

*) Nous admettons que le corps et le champ sont parfaitement symétriques
par rapport & l'uxe de rotation.
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terme de I’équation (28) est seul en jeu. Ici aussi les observations con-
tirment d’une fagon satisfaisante I'équation (27). Seul M. O. Grorrrax
a observé une force électromotrice supérieure de plus de 149 & celle
qu’indique la théorie ').

Pour les corps non-conducteurs le dernier terme de 1’équation (27)
ne correspond pas aux résultats expérimentaux. M. J. J. THomsox 2) le
soupgonnait depuis longtemps; les expériences de M. R. BLoNpLor ?) et
de M. I1. A. WrLso~ *) I’ont démontré. — Notons que d’apres la théorie
des électrons le champ est déterminé par ’équation (28) lorsque le corps
tournant est conducteur, et qu’il faut multiplier par le facteur f——;f‘—’ le

champ calculé d’aprés cette équation lorsque le corps considéré est non-
conducteur, ce qui est conforme aux expériences de MM. BroxpLor et
WiLsoxn %).

11 semble donc au premier abord qu’une équation unique de la forme
(27) ne puisse servir & calculer le champ, & la fois pour les corps con-
ducteurs et pour les corps non-conducteurs en mouvement.

Toutefois M. E. Coun ®) a proposé de conserver les deux équations

*) pUnipolare Induktion”, Ann. d. Phys., 6, 1901. Si I'on considére ce
résultat comme digne de coufiance et si 1’on admet d'aprés les expériences de
Farapay (Exp. Res.” §3092) et de M. E. Horre (Ann.d. Phys. 8, 1902) qu'il
n’y a pas de courant, lorsque I'aimant tourne avec un fil conducteur reliant
deux points arbitrairement choisis de sa surface, il faut admettre que 1’expression
ordinaire pour la force électromotrice induite dans un fil conducteur mobiie
n’est pas non plus absolument exacte.

) nRec.Res.” § 438: ,The question as to whether or not the [equation (27)] is
true for moving insulators as for moving conductors, is a very important one.
The truth of [this equation] for conductors has been firmly established by expe-
riment, but we have, so far as I am aware, no experimental verification of
|it] for insulators... Now it is quite conceivable that though a conductor, or
a dielectric with a considerable inductive capacity, might when in motion pro-
duce a considerable disturbance of the Faravay tubes in the ether in and
around it, yet little or no effect might be produced by the motion of a sub-
stance of small specific inductive capacity such as a gas, etc.”

) ,Sur l'absence de déplacement él. lors du mouvement d’une masse d'air
dans un champ magnétique” C. R. 133, 1901.

*) »On the electric effect of rotating a dielectric in a magnetic field.” Proc.
Roy. Soc. 73, 1904, p. 490.

%) Voir Euncyclop. d. math. Wiss. V 2, , Elektronentheorie” § 45.

9 sUeber die Gleichungen des electromagnetischen Feldes fiir bewegt
Korper, Ann. d. Phys., 7, 1902. M. Cou~ y pose V=1 et écrit
€=¢E —eu, [u. M] M =uM + £,p, [u.E|.
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foudamentales,(26) et (27), et de n’apporler aucune correction aux der-
niers termes de ces équations, mais de remplacer par d'autres formules
I’équation (19) et son analogue. Dans les équations de M. Conn le paral-
lélisme entre les grandeurs électriques et magnétiques — abstraction
faite des courants de conduction, le courant A’ étant supposé nul —
est parfait. Les résultats des expériences de MM. EicHexwaLp et
Wirsox sont d’accord avec la théorie de Cory. ') On peut donc dire
qu’aujourd’hui encore la considération du parallélisme entre les gran-
deurs électriques et magnétiques a une certaine valeur heuristique.

§ 8. L'énergie électrique est souvent considérée comme potentielle,
et I'énergie magnétique comme cinétique. D'aprés beaucoup de physi-
ciens cette distinction est presque indispensable.

Elle Pest en effet si ’on veut se servir des équations de LacraNge.

Mais il est difficile de dire quelle est I'idée dominante dans les tra-
vaux de MaxweLL et de ses successeurs. D'aprés M. Poincagri 2) la
partie essentielle du traité de MaxwrLL est celle ou il applique les
équations de Lacranek. I’effort constant que fait MaxweLL pour
localiser I'énergie n’est il pas plus caractéristique encore® *) Remarquons
& ce propos qu’il faut en tout cas distinguer deux parties de I’énergie,
dont I'une appartient & la matiére, I’autre a 1'éther *), et peut-étre une

Y E. Conx. ,Zur Electrodynamik bewegter Systeme” (Sitzungsber. d. Kon.
preuss. Ak. der Wiss. 10 Nov. 1904) §6: ,Ein thatsichlicher Unterschied
bleibt aber bestehen zwischen den LorenTz'schen Gleichungen und den mei-
nigen, sobald man auch die paramagnetischen und diamagnetischen Korper in
den Kreis der Betrachtung zieht.... Obwohl nun hier, im Gegensatz zu den
sonstigen Differenzen, eine Abweichung in Gliedern erster Ordnung besteht,
so scheint dennoch praktisch ein Experimentum crucis auch in dieser Be-
ziehung ausgeschlossen zu sein”.

*) ,Electricité et Optique”, Introduction: ,Pour démontrer la possibilité d'une
explication mécanique de 1'électricité, nous n’avons pas & nous préoccuper de
trouver cette explication elle-méme, il nous suffit de connaitre I’expression des
deux fonctions T et U/ qui sont les deux parties de I'énergie, de former avec
ces deux fonctions les équations de LAGRANGE et de comparer ensuite ces équa-
tions avec les lois expérimentales.”

*) ,ElL and Magn.” § 62: ,The peculiar features of the theory are:

That the energy of electrification resides in the dielectric medium, etc.”

§ 866. ,Whenever energy is transmitted from one body to another in time,
there must be a medium or substance in which the energy exists after it
leaves one body and before it reaches the other".

*) Voir le passage de M. G. Mik, cité au § 7.
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troisiéme appartenant aux deux simultanément. On n’a pas réussi a
développer cette idée d’une maniére entiérement satisfaisante.

Quoi qu’il en soit, il n’est pas étonnant que I'idée d’une distinction
a faire entre deux catégories d’énergie — I’énergie cinétique et I'énergie
potentielle — existe encore aujourdhui chez presque tous les physi-
ciens '). En effet, les théories anciennes, ou l'action & distance est
admise, ne peuvent évidlemment, depuis que la loi de la conservation
de I'énergie est connue, se passer de I’énergie potentielle. En abandoun-
nant I'idée d’ume action A distance on aurait pu se proposer d'aban-
donner en méme temps I'hypothése des deux catégories. Mais des idées
qui peuvent sembler superflues ne disparaissent pas nécessairement. Les
considérations du § 5 par exemple font voir que les meilleurs physiciens,
tout en se servant des équations de MaxwEeLL, d’aprés lesquelles il n'y
a qu'un seul champ électromagnétique et non pas deux champs super-
posés, ont néanmoins quelque peine & reconnaitre que dans un champ
quelconque il n’existe pas de potentiel électrostatique.

Ce qui est certain, c’est que dans les travaux de Herrz antérieurs
aux ,,Prinzipien der Mechanik™, ainsi que dans ceux de CoHx et de
beaucoup d’autres physiciens encore, les équations de LaGRANGE ne
jouent ni un réle prépondérant, ni méme un rdle quelconque: on peut
étudier le champ électromagnétique sans poursuivre le but de réduire
tous les phénomeénes a la mécanique classique.

Avons-nous des raisons suffisantes pour dire que I’énergie électrique
et I'énergie magnétique ont des caractéres opposés?

Ulreckt, le 12 nov. 1901,

') Hertz. ,Die Prinzipien der Mechanik” 1894 Einleitung: ,Es ist aber
als eine erste allgemeine Erfahrung einzufiihren, dass die vorhandene Energie
sich stets in zwei Teile zerfdllen lisst, von welchen der eine allein durch die
gegenseitige Lage der Massen bedingt ist, der andere aber von ihrer abso-
luten Geschwindigkeit abhingt.”



SUR L’EXCITATION PAR TRAUMATISME,
LE PARASITISME ET L’ECOULEMENT GOMMEUX CHEZ LES AMYGDALEES

PAR

M. W. BEIJERINCK et A. RANT. )

1l y a déja longtemps qu’on a reconnu ') qu’un hyphomycéte, vivant
en parasite dans 1'écorce des Amygdalées, appelé Coryneum beijerinckii
par M. Ouprmans (Hedwigia, 5 sept. 1883, n°. 8), mais probable-
ment identique & Clasterosporium amygdalearum Sacc. (= Helmintho-
sporium carpophilum (LEv.) Apkru.), donne lien & un écoulement de
gomme abondant et persistant, quand on I'inocule dans le cambium de
ces arbres.

Au commencement, on a émis de divers c¢otés des doutes sur Pexac-
titude de cette observation, qui a été confirmée d’autre part. Actuelle-
ment il ne saurait plus régner de I'incertitude a ce sujet; la preuve en
a ¢été fournie au moyen des cultures pures 2) du champignon en ques-
tion. Ce sont particuliérement les recherches détaillées de M. ApERHOLD?)
qui ont étendu & plus d’un point de vue notre connaissance du phéno-
méne de la gommose parasitaire.

') M. W. Beuerinck, Maladie de la gomme chez les plantes; ces Archives,
19, 1886. f '

*) Les cultures pures sont d'une préparation bien plus difficile qu'on ne
1'attendrait d'un champignon, dont la croissance est aussi vigoureuse. Il est
recommandable de se servir d'une décoction de feunill~s de pécher dansde I'agara
peptone, ou de I'agar & mofit dilué, et on obtient alors, soit une forme trés
virulente, trés sporulante, ou une forme peu virulente, avec peu de spores, ou
méme un mycélium stérile, qui se comporte comme sapruphyte, ou du moins
comme un faible parasite. Depuis 1886 j'ai fait de nombreuses expériences avec
de pareilles cultures pures.

*) Ueber Clasterosporium carpophilum (LEv.) Aperd. und dessen Beziehungen
zum Gummifluss. .irbeiten der Biolog. Abteil. des Gesundheitsamtes, Bd. II.
1902, Heft 5. p. 515.
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Mais, dans toutes les recherches antérieures, on n'a pas assez fait
attention au rapport qui existe entre 1’éconlement gommeux et I'excita-
tion produite par une blessure, ni & celui entre cette excitation et le
parasitisme; voild comment il se fait qu'noe théorie satisfaisante du pro-
cessus manque encore complétement. Les nouvelles expériences, que j'ai
entreprises avec le concours de M. A. Raxt, dans le but de faire la
lumiére sur ce c6té de la question, ont permis de se faire une meilleure
idée de la relation entre ces phénomnénes, dont les pages suivantes don-
nent un apercu préliminaire, et qui sera traitée plus en détail 3 une
autre occasion.

Comme objets d’ex périence nous nous sommes surtout servis du pécher
et du pécher-amandier '), parce que ces espéces sont trés sensibles a des
lésions et y réagissent aisément par un écoulement de gomme. Le ceri-
sier, le prunier et 1'abricotier ne donnent pas aussi facilement de la
gomme quand on les blesse, mais présentent d’ailleurs des phénoménes
identiques.

Nous communiquerons d’abord les observations faitessur des tiges trés
jeunes, encore vertes, puis celles sur des tiges plus iigées, présentant un
ou plusiears anneaux totalement lignifiés.

1. Lésion du cambium de jeunes rameaux verts.

Quand en plein été on blesse jusque dans le cambium et le bois secon-
daire de jeunes pousses du pécher ou du pécher-amandier, on constate
qu’en moins d'une semaine, parfois méme en 4 jours, des gouttelettes
de gomme apparaissent sur quelques blessures. Prés du sommet de la
pousse I'écoulement gommeux est faible; puis vient une zone, longue
de 1 & 2 décimétres, ol le phénomeéne est le plus intense ; plus bas
encore il diminue de nouveau, et il finit par disparaitre complétement
quand on s'éloigne davantage du sommet. La région la plus sensible
est donc celle qui est située au-dessous et tout prés de la zéne du maxi-
mum de croissance longitudinale, mais ce n’est pas cette zdne elle-
méme. La raison pour laquelle elle ne se confond pas avec cette zone,
c’est sans doute que I'écoulement gommeucx est en rapport avec la crois-

') Amygdalus amygdalo-persica; Dunamer Dumoxceat, Arbres fruitiers,
Tab. 4; GReNikR et Gopron, Flore de France, T. I, 1848, p. 512.
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sance en épaisseur cambiale, aussi bien celle du cambium que celle du
procambium; or, dans-les parties qui s’allongent encore cette croissance
est faible, et les autres tissus parenchymateux sont incapables de se
transformer en gomme. Cette circonstance est d'une importance capitale
pour lexplication du phénomene.

Il importe aussi de remarquer le fait que, quand on fait ’'expérience
sous la forme considérée ici, les portions du rameaun déja recouvertes
d’une couche subéreuse ne présentent pas non plus d’écoulement gom-
meux, quand en été on les blesse au cambium. Mais je montrerai tan-
tot qu'il n'en est pas ainsi en toutes circonstances, et que cela dépend
notamment de la saison; on doit donc conclure que c’est ’état physio-
logique dans lequel se trouve le tissu qui détermine la possibilité ou
I'impossibilité de la formation de la gomme.

L’examen microscopique des blessures ol se forme de la gomme a
appris, que cette substance sort de fins canaux qui se trouvent & I'inté-
rieur de 'anneau de cambium, qu’ils touchent directement par la face
extérieure. Au point de vue anatomique cette gomme correspond donc
& I'aubier secondaire, qui s’est arrété dans son développement et est
devenu fluide quand il était encore & I’état cambial ou cellulaire. La
formation de canaux séparés résulte du fait, que les cellules du cam-
bium des rayons médullaires se transforment bien plus difficilement en
gomme que le jeune bois entre ces rayons. Cependant la gommose peut
finir par affecter aussi les rayons médullaires en voie de formation, et
il se forme alors des cavités gummiféres plates ou des canaux elliptiques
larges. Les cellules et faisceaux de cellules trichomatiques, bien connues
et souvent figurées, qui pénétrent daus les canaux gummiféres, provien-
nent d’ordinaire de la transformation du jeune cambium des rayons
médullaires.

La situation et I'extension des canaux gummiféres sont étroitement
lides & la localisation et 'importance de la blessure. Quand la lésion
est faible, on ne trouve les canaux que dans son voisinage immédiat;
ce n'est que quand la blessure est pénétrante et atteint la moelle des
rameaux que les canaux se forment sur tout son pourtour. Les canaux
atteignent une longueur de 1 & 10 mm.; leurs extrémités sont situées
& peu prés sur une ellipse, dont la blessure occupe le foyer inférieur
(c. a. d. tourné vers la base du rameau). Ainsi donc I'excitation trau-
matique peut s’observer un peu plus loin vers le haut que vers le bas
de la blessure, et latéralement elle s’étend encore moins loin que dans
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le sens longitudinal. Quand la Iésion offre peu d'étendue, p. ex. quand
on a pratiqué une petite incision transversale on simplement une pigdre,
on observe, d'accord avec ce qui précéde, que les canaux les plus larges
sont au centre et que latéralement ils deviennent d’autant plus étroits
qu’ils sont plus ¢loignés de 1a blessure.

Résumant ce qui précéde, nous arrivons a cette conclusion, que la
gomme traumatique, qui se forme en été duns les jeunes rameaux verts,
sous l'influence d'une excitation s’étendant elliptiquement autour de
la blessure, se forme aux dépens de 1’aubier en voie de développement,
tandis que tous les autres tissus, dont le développement est plus avancé
ou achevé, quelles que soient leur nature et leur situation, ne sont pas
affectés par I'écoulement gommeux. En un mot, le phénomeéne repose
sur une transformation pathologique du tissu ligneux embryonnaire,
causé par une excitation traumatique.

2. Lésion du cambium de branches plus dgées.

Quand on coupe aux mois de février et mars des branches, figées
d’un an ou plus figées encore, d’un pécher, d’un pécher-amandier, d’un
abricotier, d’un cerisier ou d'un prunier, et qu'on les place avec leurs
bases dans I’eau dans une chambre chauffée, on observe au bout de 5
2 10 jours que toutes les branches saines et vigoureuses, sans exception,
laissent suinter de la gomme par I’anneau cambial de la section. Des
coupures que I'on pratique a cette époque dans de pareils rameaux, tra-
versant 1’écorce et pénétrant jusque dans le cambium, présentent le méme
écoulement, qui est surtout sensible quand la section est oblique ou
transversale, tandis qu’il I’est moins quand la plaie est longitudinale.

Des blessures analogues, faites & I’air libre dans cette saison, ne
donnent pas lieu & un écoulement gommeux, sans doute parce que la
température est trop basse pour rendre possible les processus biochimi-
ques nécessaires au phénomene. D’autre part, ces mémes branches,
quand on les blesse de la méme facon en été, ne réagissent pas par un
écoulement de gomme, pas plus quand on les conserve dans I’eau dans
une chambre que quand on les laisse sur ’arbre. Il en résulte clairement
que c’est surtout de 1'état particulier du cambium au printemps que
dépend la formation de la gomme. Mais il n’en est plus ainsi quand la
plaie est infectée par Coryneum, qui excite toujours & une production de
gomme abondante.
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Quand on examine au mois de février I'anneau cambial au voisinage
d’une section d’od coule la gomme, on observe ce qui suit:

On constate en premier lien qu’en cette saison le ,,cambium” se
compose de plusieurs couches et non d’une couche unique de cellules.
Dans tous les cas, le contraste entre 1’écorce et le bois n’est pas fort
marqué dans ce tissu cellulaire, et il est impossible d’indiquer od s’éta-
blira la limite entre les deux. Mais ce qui est particuliérement intéres-
sant, c’est la formation de canaux gummiféres dans ce manteau cam-
bial, composé de plusieurs (43 6) couches de cellules, dans le voisinage,
et méme jusqu’s une distance considérable des portions lésées, d'une
fagon qui est tout & fait la méme que nous l'avons décrit tantdt pour
les jeunes rameaux verts. Il est vrai que, vu le manque de différencia-
tion dans le cambium, et Vinactivité de la croissance en épaisseur,
leur origine dans la partie qui correspond & 'aubier, et non & I'écorce
secondaire, est difficile & établir, et sxige un examen minutieux et pour-
suivi du développement du bois. Mais on arrive & la conclusion certaine,
que la gomme se formne, dans ce cas aussi, aux dépens du bois embry-
onnaire.

Dans cette épreuve en chambre avec des branches Agées, I'extension
et la disposition des canaux gummiféres sont plus nettes et d’un examen
plus facile que pour les jeunes rameaux. C'est au milieu de leur lon-
gueur que ces canaux ont la plus grande largeur, et leurs extrémités
sont étroites; les canaux du milieu, c. 3 d. ceux qui sont les plus rap-
prochés de la blessure, sont les plus volumineux. Ici aussi les canaux
aboutissent A I'intérieur d’une ellipse, dont la plaie occupe a peu prés
le foyer inférieur. On reconnait donc facilement que I'excitation se pro-
page plus loin dans le sens du sommet que vers la base de la pousse;
une circonstance que ’on pourrait expliquer en admettant que l’excita-
tion se propage dans le xyléme avec la ,,séve ascendante.” L’observa-
tion de M. AperHoLD, que 'infection par Coryuenm de blessures faites
au-dessus d’un ,,anneau” sans écorce, dans un rameau annelé par inci-
sion, donne lieu & un écoulement gommeux beaucoup plus fort qu’au-
dessous de I'anneau, n’est pas en désaccord avec cette supposition, puis-
que la ,;séve descendante’ apporte au-dessus de 1'anneau les aliments,
dont Coryuewm a besoin pour se développer et qui manquent bientdt
au-dessous de 1'anneau.

Des deux cdtés d'une blessure latérale, les canaux s'étendent d’autant
plus loin que la Iésion est plus profonde et plus étendue; il est donc pos-
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sible de transformer en un systéme de canaux gummiféres, par des in-
cisions profondes, I’anneau cambial presque tout entier, tout comme
pour les sections transversales. Ici comme pour des raweaux verts, le
cambium des rayons médullaires produit bien plus difficilement de la
gomme que les portions interradiales, qui produisent plus tard le vrai
bois. Pourtant, quand I'excitation traumatique est trés énergique. le
cambium des rayons médullaires se liquéfie également, et les canaux
communiquent alors latéralement en donnant naissance a des cavités
plates.

En résumé, nous arrivons pour les branches figées aux mémes con-
clusions que pour les jeunes pousses: I'écoulement gommeux est dil
a une liquéfaction de l'aubier embryonnaire, produite par excitation
traumatique.

Le fait bien connu, que I'on observe souvent (mais pas toujours)
chez les Amygdalées, dans le bois de tout dge, des cavités et des canaux
gummiféres, s’accorde parfaitement avec ce qui précéde, quand on ad-
met que les canaux du vieux bois, €loignés du cambium, se sont for-
més il y a longtemps déjd, quand la région dévastée était encore & 1'état
embryonnaire. Le bois complelement formé ne se liguéfie jamais. 11
résulte encore de ce qui précéde, que le cambium n’est pas détruit par
le processus, car, en dehors des cavités & gomme, il a formé réguliere-
ment les anneaux ligneux annuels.

-Quelle est la dimension que peut atteindre un canal gummifeére, et
comment il se fait que la méme couche de cambium forme alternative-
ment du bois et de la gomme, sous I'influence d'une excitation trau-
matique persistante, comme dans le cas d’infection par Corynenm, voila
des questions non encore résolues.

3. Ezcitation produite par des poisons ou par briilure.

Bien que nous ne sachions pas pour le moment ce qu’on doit entendre
par excitation traumatique, il est cependant 3 supposer qu'il s’agit d'une
influence des cellules mourantes, nécrobiotiques, sur les cellules cam-
biales vivantes. On peut donc s’attendre & ce que des poisons violents,
introduits dans le cambium, agissent d’une maniére analogue, et peut-
étre bien plus énergique encore, qu’une simple blessure, puisque la dif-
fusion du poison peut entrainer la mort d’un nombre plus grand de
cellules successives. Il était d’ailleurs probable que des lésions par
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brlure se comporteraient de méme, quoique plus faiblement que de
forts poisons. Cette supposition a été reconnue exacte.

Je me suis servi comme poison de sublimé corrosif, et en été j'ai
obtenu avec cette substance des résultats décisifs déja au bout de 4 a 7
jours: des piqfires faites dans de jeunes rameaux verts de pécher, et
infectées par ce poison, donnaient beaucoup plus de gomme qu’'on
n’aurait pu l'attendre de simples piqlires. Puisque le sublimé est un
poison mortel pour les champignons, le traitement par cette substance
excluait toute possibilité que la cause immédiate de la gommose fit la
présence d’une bactérie parasite, p. ex. une bactérie mucogéne non
cultivable; la gomme n’est donc pas un mucus bactérien, ainsi que le
prétendent quelques auteurs peu experts. Le fort écoulement gommeux
produit par le champignon Corynenm s’esplique par le fait qu’il engendre
un poison violent, agissant comme le sublimé, et qui produit une exci-
tation tranmatique de longue durée.

La circonstance, que les plaies infectées par le sublimé se résolvent
en gomme, méme chez les parties igées des branches et & une époque
ou la lésion seule ne donmnerait lieu & aucun écoulement, est d’accord
avec I'action particuliérement intense de ce poison. C'est ainsi qu'au mois
de juillet des rameaux d’abricotier assez vieux ont fourni beaucoup de
gomme par des blesures {raitées au sublimé, alors qu'en cette saison les
mémes blessures guérissent aisément, quand elles ne sont pas empoison-
nées, par formation d'un cal, mais sans produire de la gomme.

Les 1ésions par brélure ont donné le méme résultat, quoique moins
marqué; ce qui est facile & comprendre, puisque le sublimé, en péné-
trant lentement par diffusion dans les tissus mourants, détruit pendant
longtemps de nouvelles cellules, de plus en plus éloignées de la blessure.
Pour les brilures au contraire, que j’ai provoquées aun soleil au moyen
d’une loupe, le champ atteint est et reste limité. 1l est évident qu'au
centre d’un pareil champ on trouve des cellules mortes, entourdes d’une
zbne de cellules nécrobiotiques, ces derniéres ayant ceci de caractéris-
tique, que leur protoplasme est mort, tandis que les enzymes ou autres
substances enzymateuses ont conservé leur activité. Particuliérement
dans ce cas la conclusion semble inévitable, que I'influence de ces der-
niers corps, c.a d. des substances nécrobiotiques, sur les cellules vivantes
qui les environnent est la cause de I'écoulement gommeux.

Cette maniére de voir nous fait supposer qu’il y a quelque analogie
entre la transformation du bois embryonnaire en gomme et 1’action des



ECOULEMENT GOMMEUX CHEZ LES AMYGDALEES. 191

enzymes cytolytiques, rappelant la ,,cytase’ des physiologistes, qui peut
dissoudre des cellules enticres, et non la méme notion chez les botanistes,
par laquelle ils ont en vue la liquéfaction de la paroi cellulaire seule-
ment, et pour laquelle les noms plus spéciaux de cellulase, gélase et
pectosinase conviennent mieux.

L’hypothése émise en 1886 (1. c.), que la substance enzymateuse,
engendrant la gomme, proviendrait du champiguon Coryneum, s’écarte
de la maniére de voir actuelle, en ce sens que ’on peut maintenant con-
sidérer comme démontré, que 1’action excitante du champignon repose
sur un poison, et que ce sont les cellules végétales nécrobiotiques elles-
mémes qui secrétent 'agent de la gommose.

Cet agent quitle sans doute les cellules et agit sur les cellules envi-
ronnantes jusqu'd une certaine distance; c'est ce qu'on peut conclure du
fait, que la gomme ne provient pas exclusivement des cellules de la
plante, mais peut, dans le cas d’une infection par Coryneum, étre for-
mée en partie par la transformation des cellules mycéliennes du cham-
pignon lui-méme, ainsi que je I’ai représenté dans mon mémoire de
1886. J'y ajouterai encore que I’étude des cultures pures a démontré,
que ces cellules mycéliennes, qui ont la propriété de se transformer,
ne se rencontrent que dans les plaies gummipares des Amygdalées et ne
se forment jamais dans les cultures sur un autre terrain que le bois vivant.

L’hypothése que les enzymes cytolytiques, provenant des cellules
nécrobiotiques, seraient la cause de la maladie de la gomme, se trouve
corroborée indirectement par le fait que, chez les plantes supérieures, on
constate l’activité d'un corps cytolytique, lors de la formation des
trachéides et des vaisseaux dans le méristéme cellulaire ou dans le pro-
cambium. Ici la transformation repose indubitablement sur une cyto-
lyse, dans laquelle les parois longitudinales lignifiées des éléments
atteints restent seules intactes, tandis que les matiéres produites par la
cytolyse consistent, au moins partiellement, en corps de nature gom-
meuse, que l’on peut retrouver dans les vaisseaux.

Suivant notre maniére de voir, I'excitation traumatique ne ferait
donc qu’activer un processus qui se produit déja dans la vie normale, et
notamment, puisque ’écoulement gommeux n’est réellement important
que dans 'aubier secondaire, précisément 13 ou la cytolyse physiolo-
gique doit 8tre certainement la plus forte dans les conditions normales.

La gomme que I'on trouve dans beaucoup d'espéces de bois se laisse
donc ranger sans difficulté dans le méme ordre de phénoménes. En effet,
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si notre hypothése est exacte, il faut que la gomme qui se produit dans
la formation normale des vaisseaux soit résorbée dans les circonstances
ordinaires; mais il n'y a pas lieu de s’étonner que cette résorption n’est
pas toujours compléte, et que bien souvent une partie de la gomme
échappe a cette résorption et se retrouve alors, comme produit physio-
logique, méme dans les vaisseaux complétement développés.

Voici comment nous pouvons résumer provisoirement, d’aprés ce
qui précéde, la théorie de I'écoulement gommeunx:

1. La plante normale engendre des substances cytolytiques, qui con-
tribuent a la formation des vaisseaux et des trachéides.

2. La gomme physiologique qui se forme par leur action est ordi-
nairement résorb’e, mais dans certaines circonstances on peut encore la
retrouver comme telle dans le creux des vaisseaux mfrs.

3. L'écoulement gommeux repose sur une activité excessive de pa-
reilles substances cytolitiques, engendrées par les cellules nécrobiotiques,
lIn nécrobiose signifiant la fonction cellulaire qui subsiste aprés la
mort du protoplasme, les substances enzymateuses ayant conservé lear
activité. '

4. Les poisons, comme le sublimé corrosif ou le poison produit par
Coryneum, augmenteraient donc indirectement la cytolyse dans le camn-
bium et dans 1'aubier qui en résulte.

Il est clair que, dans cette théorie, deux processus peut-étre tout a
fait différents, savoir la cytolyse et la lignification, n’ont pas été suffi-
samment séparés. Mais la possibilité que les corps qui participent a la
lignification, comme la vanilline, le méthylfurfurol, la pyrocatéchine
etc., prennent également part a la cytolyse, rend infructueuse pour le
moment toute spéculation relative a ce sujet.

4. Influence de saprophyles sur Uexcitation traumatique et U écoulement
de gomme chez de jeunes rameauz verts. Parasitisme.

Nous avons vu tantdt que dans les expériences de traumatisme,
faites sur de jeunes rameaux en juillet, ces rameaux n’étaient capables
de produire de la gomme que sur une faible longueur; les parties rela-
tivement Agédes ne produisent pas de gomme en été, mais leurs blessures
guérissent rapidement et radicalement par formation d'un cal.

En comparant entre eux plusieurs des rameaux ainsi blessés, on
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constate une différence notable quant a la longueur de la zdne, ol se
trouvent les blessures présentant 1’écoulement gommeux; cette zéme
peut notamment étre plus courte que 1 décimétre, mais elle en peut anssi
dépasser deux.

Voici quelle semble étre 'explication de ce phénomeéne important:

D’aprés notre maniére de voir, I'écoulement gommeux est la consé-
quence directe d’un processus nécrobiotique; toutes les causes qui pro-
duisent la nécrobiose donnent donc lien & cet écoulement. Or, si-de
simples blessures suffisent déja & la produire dans des conditions déter-
mindes, d’autres circonstances aussi, entrainant la mort des cellules,
doivent avoir la méme conséquence. Pour ce qui regarde les sapro-
phytes, c. & d. les microbes qui, sans engendrer des poisons spécifiques,
vivent des sucs végétaux ou se développent dans ces liquides, ces
organismes doivent, quand ils se multiplient outre mesure, entrainer
la mort des cellules voisines de leur hite en empéchant I'accés de
I'oxygene, et occasionner ainsi une augmentation de I'excitation trau-
matique, quand ils sont introduits dans des blessures. Si cette idée est
exacte, on peut s'attendre & ce qu’une jeune pousse portant des sapro-
phytes offre des blessures produisant de la gomme en nombre plus
grand que d’autres qui n'en portent pas. Pour mettre cette supposition
3 I'épreuve, j’ai pris des rameaux tout & fait semblables, et je les ai
blessés d’une fagon identique; chez quelques-uns d’entr’eux j’ai intro-
duit Dematium pullulans dans la blessure. Ce champignon est un véri-
table saprophyte des Amygdalées et il se trouve trés souvent, sans
qu'on s'en apercoive, sur des feuilles tendres, mais saines, sur des
rameaux et surtont sur de jeunes fruits; mais il n'est pas assez
répandu pour infecter toute blessure obtenue par une simple lésion.
Ma prévision a été pleinement confirmée: le jeune rameau vert, artifi-
ciellement infecté par le champignon, portait des blessures présentant
la gommose jusqu'd une distance du sommet bien plus grande que le
rameau non infecté. Mais les portions dgées de la pousse possédent
Vimmunité & 1'égard de ces saproplytes, ce qui fait que des plaies
infectées, faites dans des branches figées de deux ou plusieurs années,
guérissent normalement, sans donner de la gomme; donc tout autre-
ment, comme on voit, que dans les cas d’infection par Coryreum.

J’ai obtenu un résultat analogue au moyen d’un saprophyte que j’ai
isolé et déterminé comme Plyllosticta persicae. Avec des bactéries
isolées de la gomme je n’ai pas réussi & produire le méme phénomene;
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J'al reconnu qu'ils étaient absolument inactifs, probablement parce
qu'ils ne pouvaient pas se développer suffisamment dans les sucs des
cellules tuées par la 1ésion, pour produire ’asphyxie des cellules non
atteintes, en empéchant complétement I'accés de 'oxygene. Mais ou
trouvera certainement d’autres espéces de bactéries, qui se comporteront
comme les saprophytes dont je viens de parler ').

Je profiterai de cette occasion pour faire quelques remarques sur la
flore saprophytique normale des plantes supérieures en général.

MM. Burrr et DiieeELl sont d’avis que c’est une espéce déterminée
de bactéries, qu'ils ont appelée Bacillus herbicola ?), qui est non seu-
lement le principal représentant, mais pour ainsi dire I'unique repré-
sentant de cette flore. Bien que j’accorde que cette bactérie *), que j'ai
moi-méme découverte, il y a déja plusieurs années, et que j'ai appelée
B. anglomerans *), est universellement répandue, des recherches éten-
dues m’ont cependant appris qu’il y a encore d’autres microbes qui
jouent un role important comme saprophytes normaux.

Pour ce qui regarde en premier lieu la maniére dont se présente le
B. anglomerans (= B. herbicola) et sa répartition, je recommande le
procédé suivant pour découvrir cette espéce: on n'a qu’a laisser germer
une graine (le tréfle, le froment, le chanvre, le lin, Brassica, Vicia,
Phalaris et bien d’autres semences encore ont été employés) sur un
morceau de papier buvard humide, placé dans un thermostat de 25 &

* 80° C. Dés que la racine de I'embryon apparait, plusieurs cellules de
la calyptra sont déja écorchées, et, dans la masse mucilagineuse ainsi
formée, notre bactérie ne manque presque jamais de se développer,

') Cette prévision a déja été confirmée par des recherches récentes de MM.
AperuoLp et Runranp, Centralbl. f. Bakteriologie. Bd. 15, pag. 376, 1905.

*) Die Bakterienflora gesunder Samen und Keimpflanzen (Centralbl. f. Bakt.,
Abt. II, Bd. XII, 1904, p. 602).

*) L’histoire de cette bactérie prouve d'une fagon caractéristique que la déter-
mination des espéces bactériennes, méme les plus vulgaires, n'est pas de la
compétence de tout le monde. La présence de cette bactérie sur les racines de
toute espéce de plantes & conduit Frank & leur attribuer la formation des
tubercules des Papilionacées, ainsi qu'il résulte clairement de sa fig. 34, P11
des Landwi tschaftl. Jahrb. 1890. Son Rhizobium leguminosarum n’est donc
pas autre chose que mon B. anglomerans ou que le B. herbicola de MM. Burri
et DiiggeLr, et il n'a absolument rien & voir dans les tubercules des
Papilionacées.

*) Botanische Zeitung, 1888, p. 749.
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puisqu’elle supporte bien I'exsiccation et qu’elle existe toujours dans la
poussiére qui couvre I’enveloppe de la graine. On n’a donc rien d’autre
8 faire, qu'd saisir au moyen d’une pincette les graines qui ont germé,
et & tracer au moyen de I’extrémité de la racine des traits inoculatoires
sur la surface d’une plaque de gélatine appropriée, p. ex. au bouillon
de viande. Au bout de 1 & 2 jours on obtient ainsi des séries entiéres
de colonies, parfois constituées exclusivement par le B. anglomerans,
d’autres fois mélangées d’autres bactéries communes. L’espéce en ques-
tion se reconnait aisément aux zooglées trés caractéristiques (qui se
rencontrent pourtant sous la méme forme chez d’autres espéces encore),
et le plus souvent aussi & la couleur jaune ou brun clair des colonies;
mais ces derniéres ne sont pas rarement incolores, ce qui rend le diagnos-
tic un peu plus difficile.

Tandis que M. DiicatLt prétend que B. Zerbicole se rencontre aussi
en grandes quantités sur les feuilles de toute espéce de plantes, mes pro-
pres recherches m’ont donné la conviction, que cela n’est pas rare, il est
vrai, mais que leur existence sur les feuilles est loin d’étre aussi géné-
rale que dans le mucus de la calyptra des sommets des racines. En outre,
la véritable flore saprophytique, du moins celle des feuilles des arbres,
que j’ai étudiée spécialement, consiste principalement en de. tout autres
microbes, notamment des Dématies, des Blastomycétes, parmi lesquels
on doit ranger les levures rouges et incolores du sol, et certaines moi-
sissures trés communes, appartenant aux genres 7'rickosporium, Clady-
sporinm et Epicoccum '): par contre, les bactéries ne s'y présentent que
rarement en quantités considérables, et je m’étonne que MM. Bugri et
DiieeeLr n'aient pas remarqué ce fait pourtant trés évident. Ce sont
surtout les Dématies qui, en plusieurs espéces, constituent la majeure
partie de cette flore, et c’est précisément pour cela que je me suis servi,
pour mes expériences d'infection de blessures cambiales, d'une espece
de ces microbes fort répandue sur les Amygdalées. Le fait, que les Déma-
ties se rencontrent comme véritables saprophytes dans 1’écorce de bran-
ches mortes de diverses Amygdalées, ne diminue en rien leur importance
au point de vue de la ,flore normale” des plantes, car il est évident
que les microbes de cette flore doivent trouver, sur les feuilles tout &

) De nombreuses expériences, faites avec des végétaux qui étaient absolu-
ment dépourvus de pucerons, ont prouvé qu'en général il ne s'agit pas ici
d'un développement dans le miellat formé par ces insectes.

13*
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fait saines, 'une ou I'autre nourriture par laquelle ils deviennent des
saprophytes '), et qu’ils pourront se nourrir encore mieux dans les cel-
lules mortes de leur hote.

Pour notre but, il semble inutile de pénétrer plus avant dans les
nombreuses questions qui se présentent ici, et qui sont encore loin d'étre
épuisées ; revenons donc a la maladie de la goinme.

Pour ce qui regarde maintenant les parasites proprement dits, qui
provoquent I’écoulement gommeux, nous n’avons pu découvrir,en dehors
du Coryneum particulitrement actif, que Monilia fructigena sur des
rameaux d’abricotier et aussi, mais avec bien moins de certitude, une
Cytospora fort répandue sur les branches de cerisier. 1l est vrai qu'avec
cette derniére espéce nous n'avons pu produire d’écoulement gommeux
ni chez le pécher, ni chez le cerisier, mais nous avons eu plus de succes
en infectant fortement le prunier avec ce parasite 2).

Ce qu’il y a de caractéristique dans ’action du parasitisme en géné-
ral, c’est la grande intensité des phénoménes d'empoisonnement, obser-
vés dans les blessures infectées et dans leur voisinage; ces phénoménes
sont si intenses, que de jeunes rameaux, dans le cambium desquels on
a introduit Coryneum, périssent aisément sur toute leur longueur, pen-
dant que les tissus deviennent bruns, et alors c’est seulement de la zine
de transition entre les tissus morts et vivants que découle la gomme.
En infectant avec précaution, p. ex. de petites piqlres, on peut facile-
ment conserver le rameau vivant et obtenir un écoulement de gomme
par toutes les blessures. Partout ol il y a du cambium, on peut pro-
voquer en toute saison, au moyen de Corynewm, un écoulement abon-

') 11 faut évidemment que cette nourriture soit absorbée & 1'état dissous. 11
cst probable que cette absorption n'a lieu que par un temps pluvieux, et non
par un échange osmotique entre les cellules du microbe et de la plante. En
faveur de cette maniére de voir on peut citer le fait, que les plantes qui ne
sont pas humectées par la pluie (comme Robinia, Crambe, Hypericun: etc.)
ne portent qu'un nombre relativement restreint de germes, tandis que les fenilles
que la pluie mouille, telles que celles de Sambucus, Ulmus, Frarinus, du
pécher, du prunier etc., représentent le cas ordinaire, ol les feuilles sont
pour ainsi dire couvertes de germes. Ce fait nous fait vomprendre la significa-
tion biologique du revétement cireux (fleur ou pruine) qui recouvre les feuilles
des plantes non mouillables, comme moyen d'éviter le dépdt de germes de
microbes en général et de parasites en particulier.

*) De nombreux essais pour produire, sous I'influence d’un poison ou de
parasites, un écoulement de gomme chez Elacaynus argentea ont été infruotueux.
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dant de gomme chez toutes les Amygdalées examinées; au point de vue
anatomique, on observe alors les mémes phénomeénes que I’on obtient
par un simple blessure ou par empoisonnement par le sublimé, mais a
un degré beaucoup plus fort, et c'est encore une fois la formation,
dans la région cambiale, de canaux gummiféres que I’on retrouve plus
tard dans le bois secondaire, qui est ce qu'il y a de plus frappant.

5. Comparaison de Uécoulement gommewz avec U écoulement
de gomme-résine.

L’écoulement de gomme chez les Amygdalées, comme conséquence
d’une excitation par traumatisme, n’est pas du tout un phénoméne
isolé; au contraire, jusque dans les détails anatomiques, il est identique
4 des cas bien étudiés d’écoulement de gomme-résine chez les Dicoty-
lées, on l'ou a méme observé avec certitude un mycélium parasitaire,
que I'on n’a toutefois pas exactement interprété. Pour 1’écoulement de
gomme-résine on a deux cas & considérer. Ou bien il n’y a pas de
canaux vésiniféres dans la plante saine, et ces canaux ne prennent nais-
sance que par suite d'une excitation traumatique (Styraz benzoin), tout
comme chez les Amygdalées, ou bien la plante normale contient déja
de pareils canaux (Canarium, Skorrea, Toluifera). Mais M. SvENDSEN ')
a clairement démontré pour ce dernier cas que les canaux normaux n’ont
rien & voir dans la formation de la gomme-résine pathologique, qui
découle de nouveaux canaux, formés, par suite de la lésion, dans la
région cambiale, d’accord avec ce qui s’observe chez Slyraz benzoin
aussi bien que chez les Amygdalées.

Ce mode de formation des canaux gommeux n’est d’ailleurs pas seule-
ment la régle pour la gomme et la gomme-résine, mais encore pour la
résine traumatique elle-méme, comme 1’a démontré M. TsircH 2).

11 résulte des descriptions anatomiques de ces auteurs, que le produit
.pathologique dérive partout de la liquéfaction du jeune bois secondaire
embryonnaire, de sorte que la gommose aussi bien que I’écoulement de
gomme-résine et de résine proprement dite doivent étre considérés inva-

') Svexnpsen, Harzfluss bei den Dikotylen (Archiv for Mathematik og Natur-
videnskab af HELLAND, Sars, Torup, 26, 1, 1905). Dans ce travail sont décrites
les préparations faites par M. le Prof. TrReur & Buitenzorg. On y trouve aussi
la bibliographie.

*) Ueber den Harzfluss. Flora Bd. 93, p. 180, 1904.
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riablement comme des troubles pathologiques dans le processus de la
lignification.

La comparaison est rendue encore remarquable par le fait que, dans
tous les cas, le parasitisme semble jouer le méme rdle, c.ad. qu’en
prolongeant une excitation traumatique il active 'écoulement de résine
et de gomme-résine de la méme maniére que la gommose.

L’exactitude de cette assertion a déja été établie expérimentalement
pour la gomme damar, de I'ile d’Obi prés de Célebes, ce qui résulte
d’un rapport sur cette substance, soumis au Gouvernement Hollandais
par le forestier en chef M. S. P. Ham, et dont I'auteur a eu I'obligeance
de me procurer une copie. M. Hau a constaté que cette gomme-résine,
produite par une Diptérocarpée (suivant BOERLAGE une espéce de Hopea
non encore décrite), coule beaucoup plus abondamment et réguliérement
quand on infecte au préalable les blessures par des morceaux de la
méme gomme.

Les échantillons employés pour I'infection contenaient, sans aucun
doute, le mycélium ou des spores d'un parasite, et il est évident qu’il
s'ouvre ici pour la botanique pratique un vaste champ d'étude des
moyens pour obtenir, d’une facon plus rationnelle et en plus grande
quantité, les substances précieuses considerées ici. Dans ces recherches
il s’agira en premier lieu d’obtenir en cultures pures les parasites actifs,
et ensuitc on devra examiner quelle est la meilleure méthode pour
infecter, au moyen de ces organismes, des blessures artificielles. Avec
Coryneum on obtient fort simplement une infection générale de plu-
sieurs blessures, en arrosant les branches lésées, ou méme les arbres en-
tiers, d'une eau contenant les spores. L’eau et les spores pénétrent aisé-
ment par capillarité dans les piqlives et les incisions, que dans ce pro-
cédé on ne peut rendre ni trop fortes, ni trop nombreuses, parce que
le résultat est certain et qu'autrement le parasitisme pourrait prendre
un développement tel, qu’il entrainerait la mort de parties végétales,
dans lesquelles un parasitisme plus modéré aurait donné lieu, pendant.
longtemps, & une excrétion abondante.

Delft, Laboratoire de Microbiologie
de I'Université Technique.









UNE SARCINE DE FERMENTATION ANAEROBIE OBLIGATOIRE

PAR

M. W. BEIJERINCK.

L'expérience suivante, faite & Delft en diverses saisons, en collabo-
ration avec M. le Dr. N. GosLinas, et répétée par M. GosLines 2
Wageningue et par M. le Prof. MoLL au jardin botanique de Groningue,
donne lieu a une fermentation active, produite par une sarcine, a cité
de laquelle on ne reconnait au microscope ancune autre bactérie; cette
fermentation peut fournir, quand elle est bien conduite, une culture
presque parfaitement pure de la sarcine. La simplicité de ’expérience a
été obtenue 2 la suite de nombreux titonnements préliminaires, qui nous
avaient appris petit a petit les conditions vitales du microbe examiné.

On prend du bouillon avec 3 & 109/, de glucose, ou de ’extrait de malt,
acidifiés au moyen d’acide phosphorique au titrede 6 a8 ou 10 cm3. d’acide
normal sur 100 cm.? de liquide de culture; on introduit le liquide dans
un flacon que I’on remplit ou dans un ballon ouvert. L’infection est obte-
nue par une grande quantité ') de terreau, dont on a éliminé au préalable
les portions les plus lourdes et les plus grossiéres, mais o il est resté né-
anmoins assez de matiéres fixes, pour se déposer dans le liquide de culture
en une couche de 5 & 7 mm. d’épaisseur et méme davantage. La culture
s'opére dans un thermostat de 87° C. Au bout de 12 heures déja le
liquide fermente énergiquement; la fermentation, qui dure de 24 3 36
heures, est accompagnée de la formation d'une grosse écume & la sur-
face, formée par des bulles de gaz s'élevant du fond. Tandis que le liquide
lni-méme reste privé de microbes, 'image microscogique du dépét
laisse voir une culture pure, magnifique et exubérante, d gme sarcine,
dont les cellules élémentaires mesurent la plupart environ 3,5 w; de

') Quand on emploie peu de terreau ’épreuve est incertaine.
ABCHIVES NEERLANDAISES, SERIE II. TOME IX. 14
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sorte que l’espéce appartient aux formes les plus grosses que 1'on con-
nait, et que les paquets de sarcines multicellulaires sont méme visibles a
Poeil nu. Ces paquets sont incolores pour la plupart et transparents,
et présentent des faces irréguliéres. Ca et la, bien que d’une facon
beaucoup moins générale, on voit une forme brunétre, transparente,
formant des paquets plus réguliérement cubiques, dont les cellules me-
surent 2 a ¥,5 u. :

L’écume qui surnage sur le liquide en fermentation consiste en un
mucus qui ewmprisonne les gaz pendant quelque temps. Ce mucus est
produit par la face externe des cellules des sarcines, et peut donc étre
appelé ,,mucus végétal.” En outre les parois sont formées de cellulose,
qui se colore en bleu-violet par le chlorure de zinc iodé. Cette réaction
a été découverte en 1565 chez la sarcine de I’estomac par SuriNgar '),
qui se basa sur cette propriété pour défendre la nature végétale de cet
organisme, sans doute identique a la forme en petites cellules de notre
sarcine de fermentation. La forme & grandes cellules ressemble plutit
aux figures que M. LiNvNER %) donne de sa Sarcina mazima, trouvée
dans ce qu’il appelle ,,Buttersiuremaischen’, c.a. d. du moft présen-
tant une fermentation butyrique spontanée. Je ne suis pourtant pas con-
vaincu que les deux formes appartiennent réellement & deux sarcines
différentes, car c’est un fait bien connu que, chez des microbes de ce
genre, on peut rencontrer chez une méme espece de grandes différences
morphologiques.

Le gaz résultant de fermentations pures ou brutes est toujours un
mélange d’environ 759, d’anhydride carbonique avec 25 %/, d’hydro-
géne, ol 'on ne trouve pas de méthane. Dans les cultures brutes dans
le modt se forme ordinairement une quantité assez grande d’acide lacti-
que, dont le titre, p. ex. dans un liquide nourricier d’un titre initial
de 6 cm® pour 100, peut s’élever jusqu'a 20 cm?®. Cette formation
abondante d’acide lactique doit étre attribuée & la présence d’un Lacto-
bacillus, identique ou presque identique au ferment lactique de I’indus-
trie. La culture pure de notre sarcine au contraire ne produit que des
traces d'acide, le titre s’élevant & 2 ou 8 cm?. dans le modit neutralisé.

1) W. F. R. SuriNGaR, De Sarcine (Sarcina ventriculi Goobsir), p. 7,
Leeuwarden 1865. On y trouve de trés bonnes figures.

) Mikroskopische Betrieb_scontrolle in den Gérungsgewerben 3e Aufl. p.
432, 1901.
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Quand on se sert d’une quantité de terreau suffisamment grande,
c. 2 d. quand on part d’un nombre relativement grand de germes, qui
ont par la, dans la concurrence, 'avantage sur tous les autres microbes,
et que le terreau empéche le libre accés de I'air, on trouve que I'expé-
rience réussit entre des limites trés larges. Dans ce cas on obtient la
sarcine fout aussi bien dans un ballon ouvert que dans un flacon fermé,
ce qui prouve que notre sarcine peut supporter certainement une petite
quantité d’oxygeéne, conformément & la théorie générale, d’apres laquelle
des traces d’oxygene libre sont méme indispensables pour les anaérobies
obligatoires. Pourtant il va sans dire que la culture sous la pression
ordinaire de 1'atmosphére est impossible. La teneur en acide peut varier
entre 3 et 11 cm?® d’acide phosphorique normal pour 100 cm?® de
liquide de culture. L’acide phosphorique peut étre remplacé par de
I'acide lactique, et mémne par de Iacide chlorhydrique, pourvu que le
titre de ce dernier e dépasse pas 6 & 7 cm®. pour 100 em®., mais non
par de Pacide nitrique.

Au lieu de glucose on peut se servir de sucre de canne, mais I'ex-
périence ne réussit pas avec du sucre de lait ou de la mannite. La seule
source d’azote dont on puisse se servir est la peptone, telle qu’on la trouve
daus un extrait de malt ou dans du bouillon; des sources d’azote plus
simples, comme I'asparagine, l'urée, I'ammoniaque et le salpétre ne
conviennent pas comme nourriture azotée pour la sarcine de fermen-
tation. Les limites de la température sont larges; elle peut varier encre
28° C. et 41° C.

Bien qu'il soit donc permis de modifier 'expérience sous plusieurs rap-
ports, le procédé décrit an commencement est le plus recommandable,
parce u'’il se rapproche le plus de I'optimum des conditions vitales; mais
Pusage d’'un ballon ouvert au lieu d’un flacon fermé a souvent été
reconnu avantageux pcur les cultures brutes de la sarcine du terreau.

Une propriété particuliérement apparente, et trés importante sous
plusieurs rapports, est la facilité avec laquelle la fonction fermentatrice,
qui se manifeste par la faculté de mettre un gaz en liberté, disparait
sous I'influence d’un produit d’excrétion, probablement I'acide engendré
par les Lactobacillus, ce qui fait que des transports de matériaux dgés et
infectés sont infructueux. Pour assurer le succes des expériences avec
notre sarcine, il est donc indispensable d’inoculer les liquides de cultures
nouvelles avec des matériaux o la fermentation est encore en train.

Les fermentations les plus énergiques s’obtiennent quand on laisse le
14*
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processus s’opérer dans un flacon fermé avec tube abducteur du gaz,
en faisant usage du dépit obtenu dans un ballon ouvert, tandis que le
renouvellement répété du liquide de culture au-dessus du dépét formé dans
un flacon bouché conduit a un affaiblissement, ou méme a 1’arrét complet
de la fermentation; ce qui ne se laisse expliquer qu’en acceptant qu'une
aération bien moderéeaugmentel’activité vitalede cet organismeanaérobie.

Quand on veut poursuivre la culture par transport de pefifes quan-
tités des matériaux d’une fermentation brute, on doit prendre deux
précautions. En premier lieu, le transport doit se faire dans un liquide
privé d’air par ébullition, avec lequel on a rempli complétement, avant
le refroidissement, un petit flacon, afin que pendant ce refroidissement
Pair ne puisse se dissoudre. En second lieu, on doit élever le taux de
I’acide & 8 ou 10 cm?,, un taux inférieur & 7 étant maintenant insuffisant;
quand le degré d’acidité est trop faible, les ferments lactiques peuvent
I’emporter sur la sarcine et la refouler.

La nécessité d’écarter complétement 1’air prouve que la sarcine de
fermentation est analogue, sans aucun doute, aux organismes anaéro-
bies ordinaires. On ne s’y serait pas attendu, peut-étre, & cause du
succes de l'expérience d’accumulation brute dans un ballon ouvert. Mais
on constate le méme fait chez le ferment butyrique, pourtant univer-
sellement reconnu comme anaérobie obligatoire, de sorte qu’a propos
de la respiration de la sarcine on doit parler, comme chez le dernier
ferment, de microaérophilie.

Dans des éprouvettes profondes contenant de 1'agar avec de I'extrait
de malt, on obtient & 37° C. aisément des cultures pures, ol I'on recon-
nait la sarcine & la grosseur frappante et au développement particuli¢re-
ment rapide de ses colonies. Quoique la sarcine ne se développe pas du
tout sur des plaques d’agar exposées & I'air libre, il est évident que ses
paquets sont visibles sur ces plaques, méme & un faible grossissement,
et qu'on peut les en enlever & 1’état pur. Quand on se sert de trop peu
d’acide pour 'accumulation brute, il se développe sur les plaques d’agar
2 modt 2 I'air libre des colonies de ferments lactiques, appartenant au
genre physiologique Zacfobacillus, et qui se développent tout aussi bien
en présence de I’air qu’a I’abri de ce dernier, mais dont les conditions
vitales sont pour le reste & peu preés identiques & celles de la sarcine.
Dans ce cas I'expérience nous apprend donc en méme temps, qu'il
existe dans tout terreau de vdritables ferments lactiques, un fait dont
la preuve était encore & fournir.
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Quand on emploie beaucoup d’acide, p. ex. 10 cm®. ou plus d’acide
normal pour 100 cm®. du liquide de culture, les fonctions vitales de la
sarcine, telles que la rapidité de sa croissance et son pouvoir d’absor-
ber de 1’oxygéne, sont diminuées, et il se développe alors certaines levu-
res alcooliques, propres au terreau; mais leur développement peut étre
arrété, et on peut les écarter, en méme temps que les autres impuretés,
comme les moisissures, les Mucor et les Oidium, en empéchant I'acces de
Pair, c.a.d. en opérant les cultures en flacon bouché. Mais dans ces
conditions il est nécessaire de rendre la nutrition aussi avantageuse
que possible pour la sarcine, et de ne pas laisser la température s’abais-
ser au-dessous de 37°C. :

L’absence du Granulobacter saccharobutyricum, cause de la fermenta-
tion butyrique, qui se produit pourtant si facilement, a I'abri de Pair,
dans du bouillon au glucose et dans de I’extrait de malt, doit étre attri-
buée au degré d’acidité d’environ 8 cm?. et davantage, qui entrave son
développement.

Bien que la présence de I’acide soit donc moins désavantageuse pour
la croissance de la sarcine que pour celle des bacilles lactiques et du
ferment butyrique, on peut néanmoins prouver aisément que 7 cm®.
d’acide pour 100 sont moins avantageux que 3 & 5 cm®. pour le déve-
loppement de la sarcine méme; la forte teneur en acide ne sert donc
qu’a rendre possible la concurrence avec les ferments dont il vient
d’étre question. Si I'on dispose de véritables cultures pures, obtenues
en transportant assez tOt les microbes dans de I'extrait de malt avec
plus de 8 cm®. d’acide phosphorique, on peut constater qu’aprés un
nouveau transport dans un liquide nourricier absolument exempt
d’acide la croissance et la fermentation sont encore énergiques, bien
que ’intensité en soit moindre que pour le titre optimal &acide de & & 3
em®., c. & d. pour Pacidité produite par la sarcine elle-méme. On voit par
toutes ces considérations combien sont larges les limites des conditions
vitales de la sarcine, dés que la concurrence avec tous les autres micro-
bes est exclue.

Notre sarcine peut étre desséchée sans perdre sa vitalité, ce qui
explique sa présence dans tout terreau, on le vent peut apporter des
germes développés ailleurs.

La découverte de cette fermentation certainement inattendue est
résultée de l’examen de la question générale des organismes du sol,
capables de se développer dans un liquide nourricicr contenant du sucre,
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en présence d'acide et moyennant une aération imparfaite. A une tem-
pérature de 30° environ et plus basse encore, la levure alcoolique,
Mucor racemosus et Oidium terricola sont les plus forts, mais on observe
déja quelques sarcines. Vers 40° C. la plupart des levures alcooliques
du terreau, ainsi que Mucor et Oidium, ne peuvent plus concourir
avec la sarcine, ni avec les lactobacilles, qui remportent donc la vic-
toire. Ce fait établi, pour arriver & la culture exclusive de la sarcine,
il ne restait plus qu’a constater I'anaérobiose obligatoire de cet orga-
nisme, ainsi que sa faculté de résistance plus grande que celle des bacilles
lactiques et des ferments butyriques vis & vis des acides inorganiques.

J’al déja fait remarquer le parfait accord (ui existe entre la forme
en petites cellules de la sarcine de fermentation et la description que
SuriNear a donnée de la sarcine de l’estomac, et je présume que,
partout ol il s’agit de la sarcine de I’estomac non cultivable, dont parle
p- ex. bE Baxry '), on doit réellement songer & la sarcine de la fermen-
tation. C’est ce que semblent prouver nombre de remarques faites dans
la bibliographie ancienne, citée par Surixaar. Mais notre expérience
d’accumulation, qui prouve que les conditions vitales de la sarcine de
fermentation sont précisément de telle nature, que la vie de cet orga-
nisme ne serait pas impossible dans notre estomac, constitue une preuve
bien plus convaincante.

11 sera aisé de trancher cette question en répétant mon expérience , non
avec du terreau comme maticre d’infection, mais en prenant le contenu
stomacal dans un pareil cas de sarcine gastrique. 11 est possible que le
,hon cultivable” de pr Bany ait la méme signification que ,,anaérobie’’,
car on sait combien il est difficile de cultiver des organismes anaérobies,
aussi longtemps quel’on ne counalit pasexactement leurs conditions vitales.

11 importe de faire observer que des expériences d’accumulation et
d'inoculation avec le contenu stomacal ne pourront donner un résultat
décisif, que quand on disposera de matiéres encore en voie de fermen-
tation; des matiéres conservées, ne développant plus de gaz, ne seront
d’aucun usage 2).

') Vorlesungen iiber Bacterien, 1¢ Aufl. p. 96, 1887.

*) Depuis que ces lignes ont été écrites, j'ai eu l'occasion de faire quelques
expériences avec du contenu stomacal contenant la Sarcina ventriculi, mis &
ma disposition par M. le Prof. van Leersuym de Leyden. Quoique les sarcines
semblassent étre encore vivantes, toutes les tentatives de culture out échoué.
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Je ne doute pas d’ailleurs de I'exactitude des observations de MM.
FsvukeNHEWM (Arehiv f. experiment. Pathologie und Pharmacilogie, 10,
339, 1885) et MicuLa (System der Bacterien, II, 259, 1900), qui ont
vu la sarcine de I’estomac donner des colonies de microcoques aérobies.
Il est vrai que je ne suis pas parvenu i confirmer cette observation a
propos de la sarcine de fermentation, mais chez d’autres espéces de
sarcines j’ai constaté avce certitude la transformation en microcoques.
D’autre part, avec des microbes anaérobies, n’appartenant pourtant pas
au genre sarcine, j'ai pu obtenir par sélection des colonies, facultative-
ment anaérobies, qui, pour la reste, étaient identiques sous tous les rap-
ports aux organismes anaérobies obligatoires qui avaient servi de se-
mence. Une pareille transformation chez certains individus de la sarcine
de fermentation ne semble donc pas impossible.

Les anciens observateurs cités par SuriNaar (1. ¢.), comme Scrross-
BERGER (1847), Simon (1849) et Cramer (1858) avaient déja essayé,
mais en vain, de cultiver la sarcine gastrique par une espéce d’épreuve
accumulatoire, dans laquelle ils ont fait usage, comme liquide de cul-
ture, de ,,suc gastrique artificiel” additionné de diverses substances. Ce qui
caractérise bien les idées biologiques de cette époque, c’est le fait qu’ils
se servaient pour leurs infections, non du contenu stomacal méme,
mais de levure de biére, croyant que la sarcine provenait de cellules
de levare, qui présentent quelque ressemblance avec elle et que I’on
trouve toujours dans I’estomac & coté de la sarcine.

Delft, Laboratoire de Microbiologie
de I’ Université Technique.



NOTES SUR LA REFLEXION METALLIQUE,

PAR

R. SISSINGH.

I

SUR LA THEORIE DE LA REFLEXION DE LA LUMIERE PAR DES CORPS
IMPARFAITEMENT TRANSPARENTS.

1. Les lois de la réflexion métallique ont été déduites pour la pre-
miére fois par Cavcny '), plus tard par MM. KerreLer 2) et VoieT %),
et enfin M. LorexTz les a tirées de la théorie électromagnétique de la
lumiére. En suivant des voies tout & fait différentes, ces divers auteurs
sont arrivés absolument aux mémes résultats. Le rapport qui existe
entre les théories mécaniques a été rendu clair par M. DrupE °). En
1892 M. Lorexstz %) a déduit de deux principes fondamentaux, bien
simples, les lois de la réfraction par des prismes métalliques, déja don-

) Caccny, Compt. Rend. 2, 427, 1836; 8, 553, 658, 1839; 9, 726, 1839;
26, 86, 1848; Journ. de Liouv., (1), 7, 338, 1839. Catvcuy ne donne que
des considérations générales sur la voie qu'il a suivie. La déduction des résul-
tats a été donneé e. a. par BEEr, Pogg. Ann., 92, 402, 1854; ErTiNGsHAL-
SEN, Sitzungs-Ber. Akad. Wien, 4, 369, 1855; EiseNLoHr, Pogg. Ann., 104,
368, 1858; Lunbquist, Pogg. Ann., 152, 398, 1874.

*) Pogg. Ann., 160, 466, 1877; Wied. Ann., 1, 225, 1877; 3, 95, 1878;
22, 204, 1884. Pour diverses raisons, entre autres & la suite de remarques
faites par M. Voier, M. KETTELER a modifié ses développements et leur a
donné une forme définitive dans sa ,Theoretische Optik,” 1885.

) Wied. Ann., 23, 104, 554, 1884; 31, 233, 1887; 43, 410, 1891.

*) Over de theorie der terugkaatsing en breking van het licht, 1875;
ScuromiLen's Zeitschr. f. Math. u. Physik, 23, 196, 1878,

*) Géttinger Nachrichten, 1892, 366, 393.

') Wied. Ann., 46, 244, 1892,
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nées par MM. Voier ') et DrupE2). Il n’a introduit, & cet effet, aucune
hypothése particulidre au sujet de la nature des vibrations lumineuses.
Cette étude de M. LoreNtz nous permet de développer d’une maniére
bien simple la théorie de la réflexion métallique.

2. Le mouvement lumineux le plus simple qui puisse se produire
dans un métal est représenté par

A eP® gin (¢t — gz — 8). (1)

Dans cette expression, z est la distance 2 la surface limite du métal.
Ce mouvement se produit quand la lumiére tombe normalement sur le
métal. Il se présente alors cette particularité, que les surfaces de méme
phase, déterminées par le facteur goniométrique de (1), se confondent
avec les surfaces de méme amplitude, déterminées par le facteur expo-
nentiel. En supposant le métal isotrope et admettant que I’écart de la
position d’équilibre, dans le mouvement lumineux, est une grandeur
vectorielle, déterminée par des équations différentielles linéaires et ho-
mogenes, M. Lorextz a déduit les autres mouvements lumineux pos-
sibles dans le métal. Supposons que la surface limite du métal soit le
plan Y7 et que les surfaces d’onde planes soient perpendiculaires au
plan XZ. 1l peut exister alors un mouvement lnmineux représenté par

AdAePhgin(ct—Ql, —s), 2)

quand il est satisfait aux relations
P —Q=p"— g2, (3)
PQeos (2, — ay) =py. (4)

Les surfaces d’égale amplitude et d’égale phase sont données par
{, = Cte et I, = Cte. /, est la distance au plan o) 'amplitude est 4,
tandis que /, est la distance an plan ou la phase a la valeur s. 2, et 2,
sont les angles que les normales aux plans d’égale amplitude et d’égale
phase font avec 1'axe des z.

3. De (3) et (4) on peut déduire immédiatement les équations fon-

') Wied. Ann., 24, 144, 1885,
*) Wied. Ann., 42, 666, 1891.
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damentales de la propagation de la lumiére dans les métaux. Dans le
cas ol le mouvement résulte de la pénétration de lumiére du miliea
environnant dans le métal, les surfaces d’égale amplitude sont paral-
léles au plan limite. Te facteur exponentiel de (2) prend alors la forme
e~P% et , = 0. Dans ce cas on peut nommer x, 'angle de réfraction,
tout comme dans les milieux transparents. Si nous représentons cet
angle par «, I'équation (4) devient

PQ cos & = py. (3)

Posons maintenant ” =2 7 £: A, A étant la longueur d’onde dans
Pair et # le coefficient d’absorption. Dans (2) @ =27 : A,,si A, représente
la longueur d’onde dans le métal. Soit A : A, = #; on peut alors dire
que z est I'indice de réfraction du métal, conformément & ce que ’on
a dans les milieux transparents. Ainsi Q =2 7 = : A. Soient £, et =,
les valeurs que prennent / et # quand la lumiére se propage dans le
métal perpendiculairement au plan limite. Alors on a dans (1)
p=2mky: A, q=2m ny A

Introduisant ces valeurs dans (3) et (5) on obtient:

£ —n? = k2 — a2 (6)
kn cos & = ko n,. (7

Afin qu’au plan limite il y ait continuité des mouvements lumineux
dans le métal et dans ’air, il faut que I'on ait sin¢: sinz=xr: A, =2
ou sin i =n sin 2, ¢ étant I'angle d’incidence. Il résulte de (6) et (7)
que lindice de réfraction aussi bien que le coefficient d’absorption dé-
pendent de la direction de propagation, c.a.d. de la direction de la
normale aux surfaces d’égale phase.

Si Pon met (7) sous la forme

k2 n? cos® & = k2 (n? — sin? 1) = ko2 ny?, (8)
il résulte de (6) et (8):
2n? = — k)2 -ny - sint i/ | Byt — ny? 4 sin?i)2 + dng2 b2} (9)
U= kol — ng 4 sini /| k2 —ny? + sini)® 4 dn 2 ko2 | (10)

Ces éyuations expriment la facon dont % et » dépendent de I'angle,
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que la direction de propagation de la lumiére qui tombe sur le métal
fait avec la normale au plan limite ).

Pour un miroir d’argent opaque, déposé par le procédé MarTiN sur
une plaque de verre, & laquelle il adhérait fortement, j’ai trouvé pour
I’'angle d’incidence principal I et pour ’azimuth principal Z/ les valeurs
1=172°84".8, H=42°21".7 2). 1l s’ensuit :

i=0° 20° 40° 60° 80° 90°
2==0,295 0450 0,800 0,928 1,02 1,04
E=288 290 2,95 3,01 3,04 3,05

’

J’ai trouvé de méme, pour un miroir d'acier %) I = 77° 28’5,
11 =26° 3¢, de sorte (ue

i=10° =1 i=90°
n=2,684 2,794 2,799
k= 3,404 3,491 3,496

Ainsi qu’il résulte de (9) et (10), # et 2 augmentent avec I’angle
d’incidence 7. 11 résulte de (8) que Ion a toujours n2 > sin?i. Des
milieux qui absorbent la lumiére ne peuvent donc jamais la réfléchir
totalement.

4. Dans un sens perpendiculaire aux plans d'égale amplitude, I'am-
plitude diminue dans le rapport de 1 : ¢~! sur une étendue égale &

") Les équations (6) et (7) ont été déduites pour la premiére fois par M.
KerTeLer (voir e. a. Pogg. Ann., 160, 408, 1877), et on les rencontre évi-
demment aussi dans la théorie de VoigT. Dans cette derniére, la grandeur qui
correspond & P est mise sous la forme 2x k: a,, de sorte que le coefficient
d’absorption & que nous introduisons ici est remplacé par nk chez M. VoigT. La
remarque de M. Drube (Wied. Ann., 35, 515, 1888), que ces équations se
trouvent déja chez Cauchy, est inexacte. Elles ne résultent pas d’emblée de
cette théorie. Ce qui le prouve bien, c’est que BEer (Pogg. Ann., 92, 412,
1854) a donné & leur place d’autres relations, qui étaient inexactes. Des dé-
ductions des équations fondamentales ont été données par WEernIckE (Pogg.
Ann. 159, 226, 1876) et KeTTELER (Pogg, Ann. 160, 468, 1877). Voir aussi
KeTTELER, Wied. Ann., 49, 512, 1893 et Theoretische Optik, p. 198, § 85,
Zur Geschichte der Hauptgleichungen.

*) SissiNau, ces Archives, 20, 207, 1886.

*) SissiNeH, Verh. Akad, v. Wetensch., Amsterdam, deel 28; Wied Ann.,
42, 132, 1891,



210 R. SISSINGH.

A:2 7 k. Dans les plans d’égale phase, les points dont les amplitudes
sont dans le méme rapport sont & une distance A: 2 7 £ sin (2, — z,).

D’apreés les équations (6) et (7) » dépend de #. La vitesse de propa-
gation est donc lide & la maniére dont I'amplitude varie dans un plan
d’égale phase. Si « == 0, les équations (6) et (7) donnent £==#4,, » = n,.
Il s’ensuit qu’ il ne peut y avoir coincidence des plans d’égale phase et
d’égale amplitude que dans le cas ol la propagation s'ef